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Resumen

En el presente se pretende dar una perspectiva categoérica a los teoremas de Lie. Para ello, en
el capitulo 1 nos ponemos en sintonia con el lenguaje de la teoria de categorias y en el capitulo 2
repasamos la geometria diferencial necesaria. En el capitulo 3 introducimos la nocién de grupo de Lie
mediante la caracterizacién de objeto grupo de una categoria y a partir de ahi construimos el dlgebra
de Lie asociada a cualquier grupo de Lie. Finalmente, en el capitulo 4 llegamos a la demostracién

de los teoremas de Lie en términos del llamado funtor de Lie.
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Prologo

La teoria de categorias, més que una teoria matematica, es un lenguaje que da importancia a la
estructura de los objetos matematicos y las relaciones existentes entre ellos.

La teoria de categorias nace con el articulo ’General Theory of Natural Equivalences’ publicado
por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en 1945. El contexto de dicho articulo se enmarca dentro
de la topologia algebraica, rama de la topologia que estudia invariantes de tipo algebraico asociados
a espacios topologicos. Eilenberg y Mac Lane necesitaban un lenguaje preciso para explicar como
pasar de la topologia al algebra: Pasar de un espacio topdlogico a un objeto algebraico y de una
funcién continua a un homomorfismo entre los correspondientes objetos algebraicos. Asi surge la
nocion de funtor y asignaciéon funtorial.

Sin embargo, citando al propio Mac Lane, la teoria de categorias se invento para estudiar transfor-
maciones naturales antes que funtores ([Mac98|). El papel central de las transformaciones naturales

queda expuesta en el lema de Yoneda.

El otro protagonista de nuestra historia es la teoria de Lie, iniciada a finales del siglo XIX por
el matemético noruego Sophus Lie. Siguiendo el espiritu de que la geometria de un espacio esta
determinada por su grupo de simetrias, tal como declaraba Felix Klein en su Programa de Erlangen
(1872), Lie se propuso estudiar los grupos de simetrias continuas.

El objetivo de Lie era encontrar una teoria que fuera a las ecuaciones diferenciales el analogo de lo
que la teoria de Galois es para ecuaciones polinomiales. Esto lo llevo a definir de forma rudimentaria
y clasificar lo que hoy conocemos como grupos de Lie: conjuntos que son simultdneamente grupos
(con una estructura algebraica) y variedades diferenciables (con una estructura geométrica), y donde
ambas estructuras son compatibles.

El descubrimiento de Lie fue que la estructura ’global’ y no lineal de un grupo de Lie esta casi
completamente determinada por su estructura ’local’ y linealizada en la identidad. Dicha estructura
local es un espacio vectorial que ademés cuenta con una operacién llamada ’corchete de Lie’, y que
hoy conocemos como el algebra de Lie asociada al grupo de Lie. Todo el contenido de la relacién
entre grupos de Lie y algebras de Lie descubierta por Lie se enuncié en los tres teoremas que hoy

llevan su nombre.
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PROLOGO Vil

El juego entre estas dos estructuras —el grupo global y el algebra local—, al que apelan los tres
teoremas de Lie, pueden enunciarse con una claridad y elegancia usando las herramientas de la teoria
de categorias

El objetivo de esta tesis es explorar precisamente esa relacion entre estructuras. Demostraremos
como la correspondencia de Lie, que asigna un algebra de Lie a cada grupo de Lie, es de naturaleza
funtorial. Mas profundamente, veremos coémo esta correspondencia se eleva a una equivalencia de
categorias entre la categoria de las algebras de Lie de dimensién finita y la categoria de los grupos
de Lie simplemente conexos. Al hacerlo, esperamos ilustrar como la teoria de categorias funciona

como un lenguaje para la matematica.



Capitulo 1

Teoria de categorias

1.1. Conjuntos y clases

Una teoria de conjuntos axiomatica nos libra de paradojas que surgen de la laxitud con la que
se considera lo que es un conjunto. En el sistema axioméatico ZFC, formulado en un lenguaje de
primer orden, se establece un conjunto y la pertenencia como nociones primitivas, siendo una clase
una coleccion arbitraria de estos conjuntos, como por ejemplo {z : © = z} corresponde a la clase
de todos los conjuntos. Una clase en ZFC nos sirve para agrupar pero las clases no son objetos
matematicos de la teoria, no podemos cuantificar ni hacer afirmaciones sobre ellos. Por otro lado, el
sistema axiomatico NGB (de Neumann-Gddel-Bernays) toma como nociones primitivas el concepto
de clase y pertenencia, para a partir de ahi definir a un conjunto como un elemento cualesquiera de
una clase. NGB es una extension conservativa de ZF'C' en el sentido de que todo teorema de ZFC
también es teorema de NGB.

Para la teoria de categorias, donde manejamos colecciones tan grandes como la de todos los
conjuntos o todos los grupos, es necesario recurrir a clases. Por ello es que tacitamente asumire-
mos la axiomatizacion de la teoria de conjuntos NGB, sin ahondar mas, pues no perseguimos los

fundamentos en esta tesis.

1.2. Categorias

En esta seccion se dard la definicion de categorias y se proporcionaran ejemplos de las mismas
pero haciendo hincapié en la categoria de conjuntos (Set) o categorias cuyos objetos son conjuntos
y cuyos morfismos son funciones, pues en estas categorias donde los conceptos presentados son maés
familiares. Posteriormente, se introducira el concepto de funtores, que vienen a ser asignaciones entre

categorias de manera andloga a como funcién es una asignacién entre elementos de dos conjuntos.
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Finalmente, se hablard de las transformaciones naturales, que actiian como los morfismos entre
funtores.

Los conceptos trabajados en este capitulo estan basados en |[Awol0] y [Mac98].
Definicién 1.2.1 (Categoria). Una categoria C consiste en

1. Una clase Ob(C) cuyos elementos son llamados C-objetos o simplemente objetos cuando no

haya confusion.

2. Para cada A, B € Ob(C) exziste un conjunto Home(A, B), cuyos elementos se nombraran C-
morfismos de A a B o simplemente morfismos. Ademds, si A, B, A’, B' € Ob(C) son tales que
A#A" o B+# B’ entonces

Home(A,B)N Home(A',B") =10

3. Para cada A, B,C € Ob(C) eziste una funcion
o: Home(B,C) x Home(A, B) — Hom(A,C)

llamada ley de composicion y esta satisface:

a) (Asociatividad) Para cada f € Home(A, B), g € Home(B,C) y h € Home(C, D) se
tiene
ho(gof)=(hog)of
b) (Identidad) Para cada A € Ob(C) existe un 14 € Home(A, A) tal que para cada f €

Hom(A,B) y g € Hom(B, A) se tiene

fola=Ff

laog=yg
Proposicion 1.2.1. Sea C categoria y A € Ob(C). El morfismo 14 de la definicion es unico.
En consecuencia, llamaremos a 14 el morfismo identidad de A.

Demostracion. Usaremos los axiomas de la ley de composicion en Si 1’4 es otra identidad de

A entonces 14 =141/, =1/,. O

Observacion 1.2.1. Si C es categoria con A,B € Ob(C) y f € Hom¢(A, B) entonces diremos que

el dominio del morfismo f es dom(f) := A, y el codominio del morfismo es cod(f) := B.

Algunas categorias son:
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Ejemplo 1.2.1 (Set). La categoria Set:
1. Ob(Set) es la clase de todos los conjuntos.
2. Homgei(A, B) es el conjunto de todas las funciones f de A a B.

3. La composicion de morfismos es la composicion usual de funciones, la cual claramente es
asociativa y donde la funcion Ids : A — A, Ids(a) = a actia como el morfismo identidad de

A.
Ejemplo 1.2.2 (Grp). La categoria Grp:
1. Ob(Grp) es la clase de todos los grupos.
2. Homearp(G, H) es el conjunto de todos los homomorfismos de grupos f de G a H.
3. La ley de composicion es la composicion de funciones.
Ejemplo 1.2.3 (Top). La categoria Top:
1. Ob(Top) es la clase de todos los espacios topoldgicos.
2. Homuyop(X,Y) es el conjunto de todos los homeomorfismos f de X a'Y.
3. La ley de composicion es la composicion de funciones.

Ejemplo 1.2.4 (Categoria asociada a un COPO). Sea (X, <) un COPO. Definimos su categoria

asociada C como
1. Ob(C) =X

2. Para cada x,y € X definimos

0 si vy
Home(x,y) ==

{2y si z<y
8. La composicion entre (3 € Home(z,y) y £ € Home(y, 2) es

Wot: =12

Ndétese que la composicion estd bien definida por la transitividad de <. Y en este caso, para x € X

su identidad es 02 en virtud de que < es reflexiva.

Ejemplo 1.2.5 (Categoria opuesta). Dada C una categoria, construimos la categoria opuesta CP

como Ssigue.
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1. Ob(C°P) := Ob(C).

2. Para X,Y € Ob(C°P) se define Homeor(X,Y) := Home (Y, X).

3. Para f € Homeor(X,Y) y g € Homeor (Y, Z) se define la composicién

gocer fi=focyg

Ejemplo 1.2.6 (Categoria producto). Si C y D son categorias, entonces la categoria producto es
C x D tal que

1. Ob(CxD)={(X,Y): X € Ob(C) AN Y € Ob(D)}.

2. 5i(X1,Y1),(X2,Ys) € Ob(C) entonces Homexp((X1,Y1), (X2, Y2)) :={(f,9) : f € Home(X1,X2) A
g € Home(Y1,Y2)}-

8. Si (f1,91) € Homexp((X1, Y1), (X2, Y2)) y (f2,92) € Homexp((X2,Y2), (X3,Y3)) entonces

(f2,92) © (f1,91) :== (f2 0 f1,92 0 91)

Definicién 1.2.2 (Tipos de morfismos). Sea f € Hom¢(A, B) un C-morfismo en alguna categoria

C, decimos que f es un:

1. monomorfismo si

VC € Ob(C) Yag1,92 € Homc(C,A)(fogl =fog—> g = 92)

2. epimorfismo si

YC € Ob(C) VYg1,92 € Home(B,C)(giof =gao f — g1 = g2)

3. bimorfismo si f es un monomorfismo y un epimorfismo.

4. un isomorfismo si

Jg € Home(B,A)(fog=1p N gof=1,4)

5. endomorfismo si A = B.
6. automorfismo si f es un isomorfismo y un endomorfismo.

Ademds, decimos que f es una:
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1. retraccion si

39 € Home (B, A)(fog=1p)

2. seccion st
dg € Hom(B,A)(go f =14)
Proposicion 1.2.2. Sea f € Home(A, B) C-morfismo. Entonces:
1. Si f es una seccion entonces es un monomorfismo.
2. Si f es una retraccion entonces es un epimorfismo.

3. f es isomorfismo si y solo si f es una seccion y una retraccion. Se sigue que todo isomorfismo

es un bimorfismo.

Demostracion. Si f es una retraccion con g € Home (B, A) morfismo tal que gof = 14y fogr = foga

entonces go (fog1) = go (f oge) y por asociatividad de los C-morfismos, como dicta la definicion

[I:277] se sigue que

g1=(gof)ogi=(gof)oge=g2

Por tanto g; = go. Similarmente se demuestra el segundo inciso. El tercer inciso es aplicacion

directa de las definiciones y los dos incisos anteriores. O

Proposicién 1.2.3. Para f € Homgei(A, B) con A # Q) las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:
1. f es un monomorfismo.
2. f es inyectiva.
3. f es una seccion.

Demostracion. Supongamos que f es un monomorfismo. Si z,y € A son tales que f(z) = f(y)
entonces foc, = focy, con ¢, ¢y : {x} - A dadas por ¢, (%) = y ¢y(x) = y. Por lo tanto ¢, = ¢,
y €n consecuencia x = y.

Si suponemos que f es funcion inyectiva entonces f es una secciéon en Set pues si 2y € A es fijo,

definimos g : B —+ A dada por
To si x & f[A]

flx) si x€ f[A]

se tiene que go f =14

Finalmente, el tercer inciso implica al primero por la proposicién [1.2.2 O
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Proposicion 1.2.4. Para f € Homgei(A, B) las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f es un epimorfismo.
2. f es suprayectiva.
3. [ es una retraccion.

Demostracion. Si f es un epimorfismo pero no es funciéon suprayectiva entonces existe zo € B\ f[A].
Si definimos g1,92 : B — {0,1} mediante g;(r) = 1y g2 = Xy[4], donde x. denota la funcién
caracteristica, entonces g1 o f = goo f y por ser f epimorfismo se tiene que g; = go. Méas sin embargo
g1(xg) =1 # 0 = ga(xg) y tenemos una contradiccion. Por lo tanto, f es suprayectiva. 1 Si f es
suprayectiva entonces dado = € B existe y, € A tal que f(y,) = z. Por axioma de eleccion podemos
definir g : B — A dada por g(x) = y,, de modo que f o g = 1g. Por tanto f es una retraccion.

El altimo inciso implica al primero por la proposicion [1.2.2} O

Corolario 1.2.1. Sea f € Homgei(A, B). f es un isomorfismo si y solo si f es una funcion biyectiva

st y solo st f es un bimorfismo.

Por las proposiciones [[.2.3] y [[.2.4] es que en Set tenemos un reciproco de cada inciso de la
la proposicion En general, un reciproco de los incisos de la proposicion [1.2.2| no es siempre

verdadero. Veamos los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 1.2.7. El morfismo f : Z — Q en Grp dado por f(n) = n es monomorfismo pues es
funcién inyectiva pero no es seccidn porque si existiera g : Q — Z tal que go f = 15 entonces pasaria
que

1 1

1= 9(1) = g(5 + 3) = 9(3) +(3) = 20(3)

Y asz’g(%) = % € 7, lo cual es una contradiccidn.

Ejemplo 1.2.8. Si f : Z/AZ — Z/27Z es un morfismo en Grp dado por f([x]s) = [x]2 entonces f es
suprayectivo y por tanto es un epimorfismo. Pero f no es una retraccion pues de existir g : Z./27 —

Z/AZ tal que f o g = 1z,97 entonces

[0]s = g([0]2) = g([1]2) + g([1]2) = 2g([1]2)

y de ese modo g([1]2) € {[0]4, [2]4}. Pero esto dltimo implica (f o g)([1]2) = [0]4 = [1]4, lo cual es

imposible.
Definicién 1.2.3 (Objeto inicial, terminal y cero). Sea C categoria.

1. Un objeto I € Ob(C) se llama objeto inicial si para cada objeto X € Ob(C) existe un tnico
morfismo [ en Home (I, X).
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2. Un objeto T € Ob(C) se llama objeto final si para cada objeto X € Ob(C) existe un unico
morfismo f en Home(X,T).

3. Un objeto en C que es tanto inicial como terminal es un objeto cero en C.

Ejemplo 1.2.9. Dados A y B conjuntos, la cantidad de funciones de A en B es |B|lA! (Este resultado
y otros sobre aritmética cardinal pueden consultarse en los capitulos 3 y 5 de [jech2003set]). Por
ello es que B es objeto terminal en Set siy solo si B es un conjunto unitario {*x}. Como cualesquiera
dos objetos terminales en Set son unitarios entonces son biyectables y por las proposiciones[1.2.3 y
se sigue que son isomorfos en Set. FEste hecho de que cualesquiera dos objetos terminales son

isomorfos es un resultado valido para cualquier categoria.

Proposicion 1.2.5. Sea C categoria. Si C tiene objeto inicial/final/cero entonces dichos objetos son

Unicos salvo isomorfismos.

Demostracion. SiT y T’ son objeto terminales de C entonces existen nicos elementos f € Home(T",T)
y g € Home(T,T'). Por tanto fog € Home(T,T). Como 17 € Home(T,T) y |Home(T,T)| = 1
entonces forzosamente 17 = f o g. De manera similar se demuestra que 17+ = go f y concluimos que
T=T.

La unicidad del objeto inicial, y por tanto del objeto cero, se demuestra de forma parecida. [

Ejemplo 1.2.10. Si {e} es el grupo trivial y G es cualquier grupo con identidad eq. Entonces
f: G — {e} dada por f(g) = e es la inica funcion posible de G a {e} y es en particular el inico
homomorfismo de grupos posible de G a {e}. Ademds, si g : {e} — G es homomorfismo de grupos
entonces forzosamente g(e) = eq y por ello existe un unico homomorfismo de grupos de G a {e}. Se

sigue que el grupo trivial {e} es el objeto cero en Grp.

Observacion 1.2.2. Ndtese que un objeto inicial en la categoria C es un objeto final visto en CP y

viceversa. Esta propiedad es un ejemplo de lo que se conoce como dualidad entre dichas categorias.

Definicién 1.2.4 (Categoria pequena). Una categoria cuya clase de objetos es un conjunto, la

llamaremos una categoria pequena.

Observacion 1.2.3. Ya que se definieron las categorias usando clases, la categoria Set no se puede
considerar una categoria pequena. Por otro lado, la categoria asociada a un conjunto parcialmente

ordenado si es una categoria pequena.
Definicién 1.2.5. SiC es una categoria tal que para cualquier par de objetos X, Y € Ob(C) se tiene
0 si X#Y

Home(X,Y) :=
{1x} si X=Y
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entonces se dice que C es una categoria discreta.
Definicién 1.2.6 (Subcategoria). Una subcategoria S de una categoria C es una categoria tal que:
1. Ob(S) C Ov(C).

2. Para cualesquiera X,Y € Ob(S) se cumple que

Homs(X,Y) C Home(X,Y)

y la ley de composicion en S es la misma que en C.

Definicién 1.2.7 (Subcategoria plena). Una subcategoria S de C es una subcategoria plena si para

cualesquiera X, Y € Ob(C) se cumple que:
Homs(X,Y) = Home(X,Y)

Ejemplo 1.2.11 (Categoria de espacios vectoriales). Podemos considerar la categoria de K-espacios
vectoriales Vectyx cuyos objetos son K-espacios vectoriales y sus morfismos son transformaciones
K -lineales con la composicion usual de funciones. Dicha categoria tiene a la categoria de K-espacios

vectoriales finitos Vectf( como subcategoria plena.

Ejemplo 1.2.12 (Categoria de grupos abelianos). Podemos considerar a la categoria de grupos
abelianos Ab cuyos objetos son grupos abelianos y sus morfismos son homomorfismos entre grupos

abelianos. Dicha categoria es una subcategoria plena de Grp.

Ejemplo 1.2.13 (Categoria de espacios Hausdorff compactos). Podemos considerar a la categoria
de espacios Hausdorff compactos CHaus cuyos objetos son espacios topoldgicos To compactos y sus

morfismos son funciones continuas entre dichos espacios. Esta categoria es una subcategoria plena

de Top.

Definicién 1.2.8 (Funtor covariante). Un funtor covariante de una categoria C a una categoria D,

denotado como F : C — D, consiste de las siguientes correspondencias:
1. Para cada objeto X en C, F le asigna un unico objeto de D, denotado F(X).

2. Para cada morfismo f € Home(X,Y), F' le asigna un inico morfismo en Homp(F(X), F(Y)),
denotado F(f).

y ademds satisface lo siguiente:

1. Para cada objeto X en C se tiene que

F(1x) = 1px)
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2. Para cada f € Home(X,Y) yg € Home(Y, Z) se cumple que
F(go f)=F(g)o F(f)

Definicién 1.2.9 (Funtor contravariante). Un funtor contravariante de una categoria C a una

categoria D, denotado como F : C — D, consiste en las siguientes correspondencias:
1. Para cada objeto X en C, F le asigna un inico objeto en D, denotado F(X).

2. Para cada morfismo f € Home(X,Y), F le asigna un inico morfismo en Homp(F(Y), F(X)),
denotado F(f).

y ademds satisface lo siguiente:

1. Para cada objeto X en C se tiene que
F(lx) = 1px)
2. Para cada f € Home(X,Y) y g € Home(Y,Z) se cumple que
F(go f)=F(f)oF(g)

Observacion 1.2.4. Un funtor covariante de C°P a D resulta ser contravariante visto como funtor
de C a D. Y viceversa, un funtor contravariante de C°? a D es funtor covariante visto como funtor
de D a C. De aqui que se diga que funtor covariante y funtor contravariante son conceptos duales.

La observacion [1.2.2 nos dice que objeto inicial y objeto terminal también son conceptos duales.

Proposicion 1.2.6. Sea F : C — D un funtor. Si f € Home(X,Y) es un isomorfismo entonces

F(f) es un isomorfismo.

Demostracion. Se hard aqui el caso con F' covariante pues el contravariante es similar. Por la defini-
cion existe un morfismo g € Home(Y, X) tal que go f =1x y fog = 1ly. Como consecuencia
del segundo inciso de la definicién se sigue que F(g)o F(f) = F(go f) = F(lx) = lpx) ¥
F(f)oF(g) =F(fog)=F(ly) = 1p). Por lo tanto F(f) es un isomorfismo. O

Si F es un funtor entonces a veces acortaremos F'(X) mediante F'X. Procedemos a dar ejemplos

de funtores.

Ejemplo 1.2.14 (Funtor identidad). Sea C una categoria. El funtor identidad de C es Ide : C — C

tal que:

1. Envia cada X € Ob(C) a Ide(X) = X.
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2. Envia cada f € Home(X,Y) a Ide(f) = f.
Ejemplo 1.2.15 (Funtor olvido). El funtor olvido en Top es Urop : Top — Set tal que:
1. Envia cada X € Ob(Top) al conjunto Ugep(X) = X.
2. Envia cada f € Homrop(X,Y) @ la funcion Urep(f) = f.
Y de forma andloga se define el funtor olvido para estructuras algebraicas como podria ser Ugnpp.

Ejemplo 1.2.16 (Funtor Home(X,-)). Sea C categoria con X € Ob(C) fijo. El funtor covariante
Home (X, ) : C — Set es tal que

1. Envia cada Y € Ob(C) al conjunto Home (X, )(Y) = Home(X,Y).

2. Envia cada f € Home(Y,Z) a la funcion pre-composicion f. : Home(X,Y) — Home(X, Z)
dada por f.(g) = fog.

Ejemplo 1.2.17 (Funtor representable). Sea C categoria y X € Ob(C). El funtor representable es
el funtor Kx : C°P — Set tal que:

1. Enwvia cadaY € Ob(C) al conjunto Kx(Y) = Home(Y, X).

2. Envia cada f € Home(Y,Z) a la funcion post-composicion f* : Home(Z,X) — Home(Y, X)
dada por f*(g):=go f.

Ejemplo 1.2.18 (Funtor constante). Si % es un conjunto, definimos A, : C — Set como el funtor

tal que
1. Envia cada X € Ob(C) al conjunto .
2. Envia cada f € Home(X,Y) a la funcidon identidad de x. Es decir, A.(f) = 1..

Ejemplo 1.2.19 (Funtor diagonal). Sea C categoria. Definimos el funtor diagonal en C, denotado

Ac :C — C xC, como el funtor tal que:
1. Envia cada X € Ob(C) a Ac(X) = (X, X)).
2. Envia cada f € Home(X,Y) a Ac(f) = (f, ).

Ejemplo 1.2.20 (Producto de funtores). Sean F : C — D y G : C' — D' funtores covariantes.
Definimos el producto de los funtores F y G como el funtor F x G : C x C' — D x D’ tal que:

1. Envia cada (X,Y) € Ob(C xC') a (F(X),G(Y)).

2. Envia cada (f,g) € Homexe (X, Y), (X', Y")) a (F(f),G(g)).
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Definicién 1.2.10 (Funtor fiel y pleno). Sea F' : C — D funtor covariante y para cada X,Y € Ob(C),
la funcion Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) dada por Fx vy (f) = F(f).

1. Sipara cada X,Y € Ob(C) se tiene que Fx y es inyectiva entonces se dice que F' es un funtor

fiel.

2. Si para cada X, Y € Ob(C) se tiene que Fxy es suprayectiva entonces se dice que F' es un

funtor pleno.

Definiciéon 1.2.11 (Transformacion natural covariante). Sean F,G : C — D funtores covariantes.
Una transformacion natural n de F o G, denotado como n: F — G, es una coleccion de morfismos

n={nx: F(X) = G(X)}xeconc) en D tales que para cualquier f € Home(X,Y) se tiene

ny o F(f) = G(f) enx (1.1)
En otras palabras es equivalente a pedir que el siguiente diagrama conmuta

)&G(X

f)l G

— G(Y
En caso de que cada nx en n sea un isomorfismo decimos que 1 es un isomorfismo natural.

Se define de forma andloga el concepto de transformacién natural entre funtores contravariantes.

Ejemplo 1.2.21. Sea el funtor ** : Vectx — Vectx que asigna a cada K-espacio vectorial V' su
doble dual V** y a cada transformacion K-lineal f : V. — W le asigna la transformacion doble
dual f** : V** — W**. Entonces la coleccion n = {nv : V. — V™ }ycon(vectx) cOn nv(v) =0 y
0 V* = K dada por 0(¢) = ¢(v), es una transformacion natural entre los funtores Idveet, y **,

puesto que dada una transformacion natural f : V — W, el siguiente diagrama conmuta

V nv V**

fl Jf**

W —— W**
nw

Ademds, si restringimos los funtores a la subcategoria Vectf(, se tiene que 1 es un isomorfismo

natural.

Definicién 1.2.12 (Composicion vertical). Sean F,G,H : C — D funtoresya: F -G, 3: G — H
transformaciones naturales. Definimos la transformacion natural composicion vertical Boa : F' — H

como {Baoaa}acone)-
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Definicién 1.2.13 (Categoria de funtores). Sean C y D categorias. Definimos la categoria Fun(C, D)
como aquella tal que Ob(Fun(C,D)) := {F : C — D : I es funtor} y Hompyunc,p)(F,G) =
Nat(F,G) :={n: F — G : 7 es transformacidn natural} tiene por regla de composicion la composi-

cion vertical.

1.3. Adjuntos, limites y equivalencias de categorias

Varios de los objetos que aparecen en matematicas satisfacen alguna propiedad que es universal
en el sentido de que si otro objeto satisface dicha propiedad entonces debe ser isomorfo al objeto
que teniamos en principio. Trabajar mediante objetos definidos por propiedades universales, una vez
que aseguramos su existencia, es a veces mas comodo que trabajar con la construccién explicita. En
esta seccién veremos que, ligados a objetos con propiedades universales hallaremos a los llamados
funtores adjuntos y a los limites de funtores.

Finalmente, definiremos cuando dos categorias son equivalentes, lo cual significa que es indistinto
estudiar una de otra. Veremos mas adelante que los teoremas de Lie establecen una cierta equivalencia

de categorias.

Definicién 1.3.1 (Objeto universal). Sea F : C — D un funtor covariante y B € Ob(D). Un objeto
universal de B a F' es una pareja (Ap,up : B — F(Ag)) en D tal que para cualquier morfismo
f:B — F(A") en D existe un dnico morfismo h : Ap — A’ en C que hace conmutar el siguiente

diagrama
B 2 F(Ap)
% F(h)

F(A)

!

Proposicion 1.3.1 (Los objetos universales son tnicos). Un objeto universal es inico salvo iso-

morfismos.

Demostracion. Sean (Ag,up) y (A’z,uz) objetos universales de B para F. Entonces por definicion

[1.3.1] existen dos tnicos morfismos f: Ap — Al y f': Ay — Ap tales que

F(f) o up = uly

F(f)oup = ugp
Al sustituir en las igualdades anteriores y de la definicién de funtor obtenemos

up = F(f)oup=F(f)oF(f)oup="F(fof)oup

up = lpg oup=F(lag)oup
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pero de la definicién tenemos que u'y se factoriza a través de up de manera tnica. De la igualdad
anterior obtenemos que f o f' = 147,. De manera andloga, se tiene la otra igualdad flof=1a,,

mostrando que f es isomorfismo.
A 2 F(Ap)

N’)Ti F(f)
B

|
g

F(A%)

Ejemplo 1.3.1 (Compactacion de Stoneféech). Sea U : CHaus — Top el funtor tal que:
1. Envia cada X € Ob(CHaus) a U(X) = X.
2. Envia cada f € HomcHeus(X,Y) a U(f) = f).

Dado X € Ob(Top), el objeto universal de X a U es una pareja (8X,ix : X — LX) con
BX € Ob(CHaus) tal que, para cualquier funcion continua f : X — Y, existe una unica funcion

continua h : BX — Y que hace conmutar el siguiente diagrama

X 28X

x " (1.2)

Y

El diagrama nos dice que el objeto universal de X a U es, por definicion, su compactacion

de Stone-Cech 8X.

Definicién 1.3.2 (Funtores adjuntos). Sean dos funtores covariantes F : C — D y G : D — C.
Se dice que la pareja ordenada (F,G) es una adjuncion, o que F y G son funtores adjuntos con F
adjunto izquierdo y G adjunto derecho, si para cualesquiera X € Ob(C) y Y € Ob(D) tenemos un
isomorfismo

Oxy : Homp(F(X),Y) = Home(X,G(Y))

de modo que la familia de las biyecciones son binaturales en el sentido de que el siguiente diagrama

conmuta para cualesquiera f € Home(X,X') y g € Homp(Y',Y)

Homp(FX,Y) X Home(X,GY)
Hom(Ff,g)l lHom(f’Gg)
Homp(FX',Y'") Y Home(X',GY')
X'y’

donde Hom(Fg, f) .= Kx:(fg) o Homp(FY,-)(f) y Hom(g,GF) := Kgx:(g) c Home(Y,)(GF)

Proposicion 1.3.2. Si el funtor F : C — D tiene adjunto derecho G entonces dicho adjunto es

unico salvo isomorfismos.
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Demostracion. Sea H otro adjunto derecho de F'. Entonces por definicion [1.3.2]ocurre el isomorfismo
binatural Home(Y,G(X)) & Homp(F(Y),X) = Home(Y,H(X)) para todo Y € Ob(C) y X €
Ob(D) y en particular existe 6p : GD — HD tal que

Home(GD,GD) 2% Home(GD, HD)
(Gf)*l l(Hf)* (1.3)

Hom¢(GD,GE) TSN Hom¢(GD,HE)

conmuta para todo f € Homp(D, E). En especial cuando se evalia el diagramaen 1ap tenemos

que para toda f € Homp(D, FE) el siguiente diagrama conmuta

GD -2 HD

o

GE —— HFE
0p

Concluimos que los funtores G y H son isomorfos. O

Ejemplo 1.3.2. Sea D : Set — Top el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio topoldgico
discreto (X, P(X)), y sea I : Set — Top el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio topoldgico
indiscreto (X, {@,X})E. Entonces se tiene:

Homset(X, Urop((Y,7))) = Homzop(D(X), (Y, 7))

Homset(Urop((Y, 7)), X) = Homaop((Y, 7), [(X))

Las igualdades previas implican que D es funtor adjunto izquierdo del funtor olvido Urep, y que

I es funtor adjunto derecho de Urgp.

Proposicion 1.3.3. Sea F' : C — D funtor. Para todo X € Ob(D) eziste un objeto universal de X

a F siy solo si existe un funtor adjunto izquierdo G para F.

Demostracion. Supongamos que para todo X € Ob(D) existe un objeto universal (Ax,ux : X —
F(Ax))de X a F. Si f € Homp(X,Y) entonces por la definicion de objeto universal existe

una tnica funcion f € Home(Ax, Ay) que hace conmutar el siguiente diagrama

X X F(Ax)

fl ()

uy

IFunciones entre espacios discretos y funciones entre espacios indiscretos siempre son continuas.



CAPITULO 1. TEORIA DE CATEGORIAS 15

Utilizando el axioma de eleccion podemos definir el funtor G : D — C con las siguientes asigna-

ciones:

1. Envia cada X € Ob(D) a G(X) = Ax.

2. Envia cada f € Homp(X,Y) a G(f) = f.

Vamos a corroborar que en efecto G es un funtor. Si tomamos f € Homp(X,Y)y g € Homp(Y, Z)

entonces del siguiente diagrama conmutativo

X 255 F(Ax)
Jf F(f)i
gof | Yy 2 F(;ly) \EF(g)F(f):F(gof) (1.4)
lg F(gﬂ L,/I
z 2 F(;lz)

y de la construccion de G se sigue que debe ocurrir que G(g o f) = /<;\f =gof = G(g) o G(f).
Similarmente obtenemos que G/(1x) = 1g(x) paratodo X € Ob(D). Ahora bien, el cuadrado superior
del diagramanos dice que u = {ux : X = F(Ax) = (FoG)(X)}xeop(p) €s una transformacion
natural de Idp a F' o G. Luego para cada X € Ob(D) y Y € Ob(C) definimos la funcion

Uxy : Home(G(X),Y) - Homp (X, F(Y))

dada por Ux y(f) = F(f) o uy. La funcién Ux y es biyectiva pues por definicion de objeto
universal, para cada g € Homp(X, F(Y)) existe un unico f € Hom¢(G(X),Y) tal que

F(f)oux =g

Ademés, Ux y es biyeccién binatural.
Conversamente, si F, G son funtores adjuntos entonces para cada X € Ob(D) tenemos un iso-
morfismo

Hom¢(G(X),G(X)) =2 Homp(X, F(G(X)))

que envia lgx) a un nx : X — F(G(X)). Afirmo que (G(X),nx) es el objeto universal de X
a F pues si tenemos Y € Ob(C) y f : X — F(Y) entonces de la biyeccion Home(G(X),Y) =
Homp(X, F(Y)) existe un tnico h € Hom¢(G(X),Y) que es enviado bajo la biyeccion a f. Ahora,
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de la naturalidad de la biyeccién se tiene el siguiente diagrama

Hom¢(G(X),G(X)) —— Homp(X, F(G(X)))

h*J( J{F(h)*

Home(G(X),Y) ———— Homp(X,F(Y))

el cual cuando se aplica a 1g(x) € Home(G(X), G(X)) implica que f = F(h) onx. Y por construc-
cion, el h que nos proporciona la igualad anterior es tnico. Concluimos que (G(X),nx) es el objeto

universal de X y que por tanto F' tiene objetos universales. O

Ahora pasaremos a hablar de limites de funtores.

Definicién 1.3.3 (Cono). Un cono para el funtor covariante F : C — D consta de un objeto
N € Ob(D) junto con una familia de morfismos {¢x : N — F(X)}xcouc) tal que para cualquier

morfismo f: X =Y se cumple que el siguiente diagrama conmuta

N
bx Py
F(x)‘/”—f)\>‘p(y

)

Definicion 1.3.4 (Limite). Un limite para el funtor F' : C — D es un cono (L,{¢x}xconc)) tal

que para cualquier otro cono (N, {1x}xcow(c)) ewiste un unico morfismo u: N — L tal que
VX e Ob(C)((bx ou = ¢X)

Se suele denotar al limite del funtor F' como 1im F(7)
icOb(I)

Observacion 1.3.1. El objeto dual del limite es el llamado colimite, que se denota colim F.

Proposicion 1.3.4 (El limite es unico). El limite de un funtor F : C — D, en caso de existir, es

inico salvo isomorfismos.

Demostracion. Supongamos que (L, ¢x) es un limite para el funtor F': C — D. Si (L', {¢'s }) es otro
limite para F entonces de la definicion [1.3.4] existen dos morfismos w : L’ — Ly v’ : L — L' tales
que

VX € Ob(C)(px cu=¢x N ¢xou =px)
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y esto implica que VX € Ob(C)(¢x o (uou') = ¢x = ¢x o Idr). Pero de la unicidad del morfismo
segin la definiciéon se sigue que v ou’ = 1;. De manera anéloga se tiene que u’' ou = 1. Por

tanto w es un isomorfismo y L’ es isomorfo a L. O

Definicién 1.3.5 (Categoria completa). La categoria C es completa si para todo funtor F: I — C,

con I con categoria pequena, existe el limite de F'.

Observacion 1.3.2. Si [ es categoria pequenia como en la definicion[1.3.5 entonces se acostumbra a
llamar a I un conjunto de indices y no nos importan sus objetos. Por ello acostumbramos a acortar

1 € Ob(I) mediante i € I

Ejemplo 1.3.3 (Producto). Sea C categoria discreta con Ob(C) = {1,2}. Si F : C — D es un funtor
tal que F(1) = X1 y F(2) = X5 entonces el limite de F' es un inico X1 x Xo € Ob(D) junto a dos
morfismos m : X1 X Xo = F(1) y me : X1 X Xo = Xo tales que si tenemos el objeto Y € Ob(D) con
dos morfismos f1:Y — Xy y fo: Y — X5 entonces existe un unico morfismo f:Y — X5 x X5 que

hace conmutar el siguiente diagrama

Y
NS (15)

+

X1<LX1XX2L>X2

Llamamos a X1 x X5 el producto de X1 y Xo. Los morfismos 7;, con i € {1,2}, se conocen como
proyecciones. Podemos hacer el producto de una cantidad arbitraria de objetos de D si consideramos
el limite del funtor F : C — D con C categoria discreta ya no necesariamente de solo dos objetos. Al
inico morfismo de' Y a [[ X; inducido por {f; : Y — X, }icr se le suele denotar por (fi)icr.

La existencia de un zu’er{ico morfismo que hace conmutar el diagrama [1.5] se conoce como la pro-

piedad universal del producto.

Definicién 1.3.6 (Categoria con productos). La categoria C tiene productos si todo funtor F' : I —

C, con I categoria discreta pequena, tiene limite.

Ejemplo 1.3.4 (Igualador). Sea I categoria con Ob(I) = {1,2} y Hom(1,2) := {«a, 8} sus mor-
fismos no triviales. Si F : I — C es funtor tal que F(1) = A, F(2) = B, F(a) = f y F(8) = ¢
entonces el limite (E,eq) de F se denota Eq(f,qg) y se conoce como el igualador de los morfismos

fyg. Por deﬁnicio’nm , 86 (O,m : O — A) es una pareja tal que f om = gom entonces existe
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un Unico f € Home (O, E) tal que el siguiente diagrama conmuta

/! % ! (1.6)

La existencia de un inico morfismo que hace conmutar el diagrama[1.6] se conoce como la pro-

piedad universal del igualador.

Observacion 1.3.3. El objeto dual del producto es el coproducto, mientras que el objeto dual del

igualador es el coigualador.

Definicién 1.3.7 (Categoria con igualadores). Se dice que la categoria C tiene igualadores si para
cualquier par de objetos A, B € Ob(C) y cualquier par de morfismos entre ellos f,g € Home¢ (A, B)
existe su igualador Eq(f,g).

Proposicion 1.3.5. Sea C una categoria. C es completa si y solo si C admite productos e igualadores.

Demostracion. Si C es completa entonces existe el limite de cualquier funtor F : I — C con [
categoria pequena. En particular C tiene productos e igualadores.
Conversamente, supongamos que C admite productos e igualadores. Sea el funtor F': I — C con

I categoria pequena y definamos el conjunto

Hom(I) := | Homu(i, )
i,5€l

Sea (E, eq) el igualador de los morfismos s,t: [[ F(i)) = ][I  F(cod(f)) dados por

iel fe€Hom(I)
s = (F(f) Oﬂ-dom(f))fEHom(I)
t = (Wcod(f))fGHom(I)

La pareja (E, {m;oeq}icr) es cono de F pues si f € Hom(I) entonces de la igualdad soeq = toeq
se sigue que F'(f) o (Taom(f) © €q) = Teod(f) © €4-

Dado (N, {w;}icr) cono de F' y v := (;);cs entonces para f € Hom(I) se satisface F(f) o
Yaom(f) = Yeod(s) ¥ POI tanto F(f) o Taom(r) © ¥ = Teodq(r) © Y. Se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

NS [IFG) == [1  Fleod(g))

ier gEHom(I)
(L17)
Tdom(f) Teod(f) J/ﬂ—f

F(i) — 7 F(j)
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El diagrama muestra que los morfismos t o ¢ y s o satisfacen la propiedad universal del

producto ]  F(cod(g)). Por unicidad debe darse la igualdad so ¢ =t o .
gEHom(I)
Luego, por propiedad universal del igualador, existe un tnico morfismo h : N — E tal que

B [P0 == T1  Fleod(f)

‘ i€l feHom(I)
L
i ¥

N

>

y en particular, h : N — E es el tinico morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

para todo f € Hom(i,j). Se concluye que (E, {m; o eq}icr) es el limite de F. O
Corolario 1.3.1. Las categorias Set, Grp y Top son completas.

Demostracion. Usaremos la proposicion [[.3:35] El producto en Set viene a ser el producto usual de
conjuntos, en Grp es el producto directo de grupos y en Top es el producto de los espacios topolégicos
equipado con la topologia producto. Los tres productos mencionados satisfacen la propiedad universal
del producto. Solo resta dar a conocer la existencia del igualador en los tres casos.

Si f,g: X — Y son funciones entonces definimos al conjunto

Eq(f,g) :={r e X : f(z) = g(z)}

y a la inclusion i : Eq(f,g) — X dada por i(z) = z. Afirmo que (Eq(f,g),%) es el igualador de f, g
en Set pues por definicion foi =goiysi h: Z — X es funcién tal que f o h = g o h entonces
imponer i ou = h conduce a que u = h y forzosamente u : Z — Eq(f,g) dado por u(z) = h(x) es
la tnica funcién entre Z y Eq(f,g) que nos da un diagrama de la forma [L.6] Por tanto Set tiene
igualadores.

Si f, g fueran homomorfismos de grupos entonces Eq(f,g) constituye un subgrupo del grupo X,
7 s un homomorfismo de grupos y de existir h : Z — X homomorfismo de grupos que cumpla la
propiedad del igualador entonces nuevamente v : Z — Eq(f,g) dado por u(z) = h(x) es el anico
morfismo de grupos que nos da el diagrama conmutativo. Luego, Grp tiene igualadores. Similar-
mente, si f, g son funciones continuas entonces Fq(f, g) equipado con la topologia de subespacio y

la inclusion ¢ es el igualador de f y g en Top. O
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Proposicion 1.3.6 (El limite es continuo). Sea F : C — D funtor covariante y X € Ob(D). Si F
tiene limite, entonces

Homp (X, lim F) 2 lim(Homp(X, F()))

Demostracion. Sea (L,{my : L — F(Y)}yeopc)) limite de F. Entonces (Homp (X, L), {(Ty)«
Homp(X,L) - Homp(X,F(Y))}) es un cono para Homp(X,:) o F' : C — Set pues como L es
limite de F' entonces para cualquier f : Y — Z se tiene F(f) o my = mz y por tanto para cualquier

g € Homp(X, L) se tiene (F(f)«o (my)«)(g) = F(f)omyog=mz0g9=(nz)(9).

Homp(X, L)
/ g P T
_
TG F(Z) Homp(X,F(Y)) TGN Homp(X,F(Z))

Ahora bien, si (N,{¢y : N — Homp(X,F(Y))}yecon)) es otro cono para Homp(X,-) o F
entonces dado € N tenemos una familia {¢y () : X — F(Y)}ycos(c) que constituye un cono para

F puesto que al ser N cono se cumple que para cualquier f € Home (Y, Z) se tiene F(f) o ¢y (x) =

F(f)(¢v(x)) = (F(f)x o ¢y)(z) = dz(x).

X
/ \ ¢YV ¢z (x)
Homp(X,F(Y) T) Homp(X,F(Z)) F(Y) T F(Z)

Pero como L es limite de F' entonces existe un unico h, : X — L tal que VY € Ob(C)(wy o h, =
¢y (x)). Por lo tanto podemos definir una funcion h : N — Homp(X, L) dada por h(xz) = h,. Notese
que por construccion, h es el inico morfismo que hace conmutar el diagrama que se muestra debajo

a la derecha

,,,,,,, N - Homp(X, L)
mm‘ iﬂy N l(w)*
F(Y) Homp(X, F(Y))

Concluimos que Homp (X, L) es limite de Homp(X,-)oF. Como la proposicion nos dice que
el limite es unico salvo isomorfismos entonces debe suceder que Homp (X, lim F') 2 lim Homp (X, F(+)).

O

Corolario 1.3.2. Sea C categoria con productos, I conjunto de indices y {X} U {X;} C Ob(C).
Entonces

Home (X, H X;) = H Home(X, X;)
iel el

Demostracion. Basta aplicar la proposiciéon al ejemplo O
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Finalizamos con las equivalencias de categorias.

Definicién 1.3.8 (Equivalencia de categorias). Un funtor F' : C — D es una equivalencia de
categorias si existe G : D — C junto a a«: FoG — Idp y 5 : Go F — Idc isomorfismos naturales.

En caso de existir tal funtor decimos que C y D son categorias equivalentes.

Definicién 1.3.9 (Funtor esencialmente suprayectivo). Un funtor F' : C — D es esencialmente

suprayectivo si para todo objeto D € Ob(D) existe un objeto C € Ob(C) tal que FC = D.

Ejemplo 1.3.5. Sea C categoria discreta con Ob(C) = {c} y D categoria con Ob(D) = {di,d2}
Y cuyos unicos morfismos no triviales son o : di — do y 8 : do — dy de tal modo que dy,ds
son isomorfismos. Entonces C y D son categorias equivalentes pues podemos construir el funtor
F : C — D dado por F(c) = dy y al funtor G : D — C dado por G = Ay.y. Notese que la equivalencia

I es fiel, plena y esencialmente suprayectiva.

Proposicion 1.3.7. Sea un funtor F : C — D. F es equivalencia de categorias si y solo si F' es fiel,

pleno y esencialmente suprayectivo.

Demostracion. Si F es equivalencia de categorias entonces dado D € Ob(D) se tiene el isomorfismo
F(G(D)) = D, de modo que F es esencialmente suprayectivo. Si GoF' 2 Idp mediante el isomorfismo
natural {nx : G(F(X)) = X} xcop(c) entonces, dados X,Y € Ob(C), por la naturalidad se tiene el

diagrama
G(F(X)) 25 X
G(F(f))l f (1.8)
GFY)) —— Y

ny
Fx y es inyectiva pues si F(f) = F(g) para f,g € Hom¢(X,Y) entonces por el diagrama
sucede que G(F(f)) = ny'o fonx = ny'ogonx = G(F(g)) y por lo tanto, ya que cada nx es
un isomorfismo, ocurre que f = g. Para ver que Fx y es suprayectiva, si ¢ € Homp(F(X), F(Y)),

definimos

f=nyoG(g)ony

y notamos que por diagrama [I.§|

G(F(f)) = G(F(ny)) o G(F(G(g))) o G(F(nx")) (1.9)

pero por naturalidad G(F(ny')) ony' = na(lF(X)) onx' vy ello implica que G(F(ny')) = na(lp(x))'
—1
(

Similarmente, G(F (ny")) = 15 F(yy) Y sustituyendo en
G(F(f)) = narvy) © GIF(G(9))) © g (px)) (1.10)

Nuevamente por naturalidad G(F(G(g))) o n(:’(lF(X)) = né(lF(Y)) o G(g) y sustituyendo en se
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tiene

Puede demostrarse que Grx, ry es inyectivo, de manera parecida a como se demuestra que Fx y
lo es. Se concluye que Fx y(f) = F(f) =g y por tanto Fx y es suprayectivo.

Conversamente, si F' es fiel, pleno y esencialmente suprayectivo entonces dado X € Ob(D) existe
X' € 0b(C) tal que nx : F(X') — X es isomorfismo. Asumiendo axioma de eleccién es posible
definir el funtor G : D — C dado por G(X) = X’ y que, en virtud de que f sea fiel y pleno,
manda al morfismo f € Hom¢(X,Y) al tnico morfismo ' € Homp(F(G(X)), F(G(Y))) tal que
F(f') = ny' o fonx y por tanto se obtiene el diagrama concluyendo que {nx}xcopp) €s
isomorfismo natural entre F'o G y Idp. Por como se definié, G también es fiel y pleno, y de aqui se
puede hallar, de manera muy similar a como lo hicimos, el isomorfismo natural Go F' = Id¢ y asi F'

es equivalencia de categorias. O

1.4. Lema de Yoneda

El lema de Yoneda es poderoso por sus implicaciones. Particularmente veremos que toda categoria
C es equivalente a una subcategoria de Fun(C°, Set), de modo que estudiar a X € Ob(C) es lo mismo
a estudiar Home(+, X). La filosofia de Yoneda es conocer al objeto mediante como los demés objetos

se relacionan con él.

Definicién 1.4.1 (Funtor de Yoneda). El funtor de Yoneda es el funtor contravariante K : C —

Fun(C°P, Set) tal que
1. Envia cada X € Ob(C) al funtor representable Kx.

2. Envia cada f € Home(X,Y) a la transformacion natural n'f) .= {ngf) = fy: Home(A,X) —

Home(A,Y)} aconc) donde f,. es la pre-composicion.

Teorema 1.4.1 (Lema de Yoneda). Para cada X € Ob(C) y cada F € Fun(C°P, Set) existe una
biyeccion entre Nat(K,, F) y F(X).

Demostracion. Sean X € Ob(C) y F € Fun(C°P,Set). Definimos
(DX7FINCI,t(Kx,F)—>F(X) (111)
dada por ®x p(a) = ax(lx). Y definimos para cada t € F(X) y Y € Ob(C) a

8\ Home (Y, X) — F(Y)
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dada por 6§f)(f) = (F(f))(t). Nétese que si g € Homget(Y,Y) entonces de la definicion el

siguiente diagrama conmuta
. 5§ N
Home(Y,X) —— F(Y)

g*l lF(g) (1.12)

HOmC(Y,X) W F(Y)
Y

Recordando que Kx(Y) = Home(Y, X) para Y € Ob(C) entonces tenemos una transformacion

natural §*) := {5§f)}y605(c). Definimos
\IIX,F : F(X) — N(lt(Kx,F)

dada por Ux p(t) = 6®.

Afirmamos que ®x g es biyeccion con inversa Wx p pues por un lado, para t € F(X) tenemos
(@x, 70 Ux p)(t) = Bx p(80) = 0 (Idx) = (F(1x))(t) = 1px)(t) =t

o lo que es lo mismo ®x r o ¥y = lp(x). Por otro lado, si o € Nat(Kx,F') entonces para

Y € Ob(C) y s € Home(Y, X) tenemos, por la definicion [1.2.9] el siguiente diagrama conmutativo

Home(Y,X) - F(Y)

T Tns)

HOmC(X7X) TX> F(X)

del cual se sigue que para a € Nat(Kx, F) se tiene

(ay 05")(1x) = ay(s o 1x) = ay(s) = (F(s))(1x) = 61 (s)

entonces
(\IIX,F o CDX,F)(CV) = \I’X’F(ax(lx)) = (5(aX(1X)) =«
y por tanto
Ux ro®x r=1Nnaky,F)
obteniendo la biyeccién deseada. O

Observacion 1.4.1. La biyeccion [I.11] en la demostracion del lema de Yoneda es binatural tanto

en X como en F. Esto significa que, para cualesquiera f € Home(X,Y) y o € Nat(F,G) , los
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siguientes diagramas conmutan:

Nat(Ky,F) 225 p(y Nat(Kx,F) X% F(X)

)
| J#us | Jox
)

Nat(Kx,F) 5— F(X Nat(Kx,G) 5= G(X)

Corolario 1.4.1. El funtor de Yoneda K : C — Fun(C°, Set) es fiel y pleno.

Demostracion. Sean X,Y € Ob(C). Entonces, como en la definicion y por la definicién [1.4.7]
se induce una funcién Fyy : Home(X,Y) — Nat(Kx, Ky), Fxy(f) = F(f) =Y.

Si f,g € Home(X,Y) y f # g entonces claramente f.(1x) # g«(1x) y por tanto Fx y(f) =
N #n9 = Fxy(g9) y Fxy es inyectiva.

Ahora bien, para ver que Fx y es sobreyectivo queremos ver que dado 7 € Nat(Kx, Ky) existe
f € Home(X,Y) tal que n = ), lo que significa que para todo g € Home(W, X) debe suceder
que nw = f o g. Eligiendo a f como el correspondiente a n bajo la biyeccion de Yoneda
f = ®x k,(n) = nx(lx) se tiene, en virtud de que 7 es transformacién natural, que para g €

Hom¢ (W, X) se cumple el siguiente diagrama conmutativo

home (X, X) —2 Home(X,Y)

g*l lg* (1.13)

Home (W, X) o Home(W,Y)

y de aplicado a 1x se sigue que nw(g) = f o g. Por tanto tenemos 7 = 1), justo como
queriamos.

Concluimos que Fx y es biyectivo, y de aqui que el funtor de Yoneda K es fiel y pleno. O

Observacion 1.4.2. Como consecuencia inmediata del corolario [1.7.1] se tiene por la proposicion
que el funtor de Yoneda K : C — Fun(C°P, Set) induce una subcategoria en Fun(C?, Set),

cuyos objetos son de la forma Kx, que es equivalente como categoria a C.

Definicién 1.4.2 (Pregavillas). Sea C categoria. La subcategoria de Fun(C°P, Set) de la observacion

[-7.7 se conoce como la categoria de funtores representables o pregavillas y se denota por Prec.
Lema 1.4.1. Sea F': C — D es funtor fiel y pleno. Si F(X) = F(Y) entonces X =Y.

Demostracion. Solo demostraremos el caso covariante, pues el caso contravariante es similar. Sea
h: F(X) — F(Y) isomorfismo. Por hipétesis de que F' es pleno existe un tnico f: X — Y tal que
F(f) =h yun tinico g : Y — X tal que F(g) = h~!. Luego entonces

F(lx)=1pxx)=h""oh=F(g) o F(f) = F(fg)
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pero por ser F' fiel debe ser que fog = 1x. Analogamente debe suceder que go f = 1y. Por lo tanto

f es un isomorfismo entre X y Y. O
Corolario 1.4.2. Sea C categoria y X,Y € Ob(C). Entonces X 2Y si y solo si Kx = Ky .

Demostracion. Si X y Y son isomorfos entonces Kx y Ky son isomorfos pues los funtores respetan
isomorfismos por la proposicion [[.2.6] Si Kx y Ky son isomorfos entonces X y Y son isomorfos

como consecuencia del lema y del corolario [1.4.1] O

Corolario 1.4.3. Sean los funtores F : C — D y G : D — C tales que la pareja (F,G) es una

adjuncion. Entonces F' preserva limites.

Demostracion. Sea I un conjunto de indices y H : I — C funtor con limite (X, {p; : X — X, }icr).

Luego (F(X),{F(p;) : F(X) — F(X;)}icr) es cono de F' o H. Ahora bien, si Z € Ob(D) entonces

Homp(F(X),Z) = Home(limH,G(Z)) (1.14)
~ lim Home(H(-), G(Z)) (1.15)
~ lim Home(F o H(-), Z) (1.16)
~ Home(im F o H, Z) (1.17)

Los isomorfismos en y se debe a la definicién de funtores adjuntos; y los isomor-
fismos y se deben a la proposicién Ademaés, implica que

K (F(X)) = Ky(lim F o H) (1.18)
Aplicando el corolario a se sigue que
F(X)=lmFoH

Por tanto F' preserva limites. O



Capitulo 2

(Geometria Diferencial

Un grupo de Lie es un objeto que combina las estructuras de grupo con la de una variedad
diferenciable, de modo que todas sus operaciones son suaves. Por su parte, una variedad es un
objeto geométrico que, a nivel local, se asemeja a un espacio euclidiano. Dada esta relacién, es
menester un capitulo con secciones dedicadas a la revision de conceptos como variedades, espacio
tangente y campos vectoriales. Estos dos ultimos siendo particularmente importantes, ya que se
utilizan al definir el algebra de Lie de un grupo de Lie.

Para trabajar teoremas que utilizaremos més adelante incluimos el estudio de subvariedades,
espacios cubrientes y enunciamos el teorema de Frobenius.

Para este capitulo nos basaremos principalmente en [Lee09], [Fer24] y [Lee03].

2.1. Variedades

Comenzamos con la definicién de variedad topologica para luego inducir sobre cualquier conjunto
M con cierta estructura diferenciable 4 una topologia. Si con la topologia inducida, M resulta ser
una variedad topoldgica entonces el espacio topolégico M junto a su estructura diferenciable sera
una variedad diferenciable.

Cabe aclarar que en esta tesis toda vecindad de un punto hace referencia a un abierto cual sea

al cual el punto pertenece.

Observacion 2.1.1. Por R° nos referiremos a un conjunto unitario {*} equipado con la topologia
discreta, y con Ny denotamos al conjunto N U {0}. Por convencion estableceremos que cualquier

funcion de la forma f : R® = R"™ o f: R™ — RO es de clase C>.
Recordemos algunas definiciones béasicas de topologia general.

Definicién 2.1.1 (Homeomorfismo). Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y

es un homeomorfismo si se satisface lo siguiente:

26
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1. f es continua.
2. f es invertible y f~' también es continua.

Ademds, en caso de existir un homeomorfismo f: X — Y diremos que los espacios topoldgicos X y

Y son homeomorfos y lo denotamos X 2Y.

Definicién 2.1.2 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topoldgico X es un espacio de Hausdorff o
Ty si para cualesquiera x,y € X con x # y existen dos abiertos U yV en X tales que x € U, y € U
yUNV =0. A veces simplemente diremos que X es Hausdorff para referirnos a que X es espacio

de Hausdorff.

Definicién 2.1.3 (Cubierta). Sea X un espacio topolégico. Una familia de subconjuntos U C P(X)

es una cubierta de X si
YUv=x

En caso de que cada elemento de U sea un abierto de X, diremos que U es una cubierta abierta de

X.

Definicién 2.1.4 (Refinamiento de una cubierta). Sea X espacio topoldgico con U y V cubiertas
de X.V es refinamiento de U si
YoeV JuelU (vCu)

Definicién 2.1.5 (Familia localmente finita). Sea X espacio topoldgico. Una familia de subconjuntos
U C P(X) es localmente finita si para cada x € X existe una vecindad U, de x tal que solo una

cantidad finita de elementos en U tiene interseccion no vacia con U,.

Definicién 2.1.6 (Espacio paracompacto). Un espacio topoldgico X es paracompacto si toda cu-

bierta abierta de X admite un refinamiento localmente finito.
Ahora podemos dar la definicién de variedad topologica.

Definicién 2.1.7 (Variedad topologica). Sea n € Ny. Una variedad topoldgica n-dimensional (O
también lo llamaremos n-variedad) es un espacio topolégico M Hausdorff y paracompacto tal que

para todo punto p € M existe una vecindad U de p que es homeomorfo a un abierto V de R™.

Observacion 2.1.2 (Espacio localmente euclidiano). En general, un espacio topolégico M tal que
todo punto p € M tiene una vecindad homeomorfa a una vecindad de algin R™, con n € N, se dird

que es localmente euclidiano.
Observacion 2.1.3. Si M es n-variedad entonces escribiremos dim(M) = n.

Ejemplo 2.1.1 (Circunferencia unitaria como variedad topologica). El circulo unitario

Sti={z€eC:|z|=1}
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con la topologia de subespacio es una 1-variedad topoldgica pues si zo € S' con 0., = arg(zy) entonces
podemos dar un homeomorfismo local f., : U,y — (0., — 7, 0., + ) en 2o dado por f.,(z) = arg(z)

donde U, :={z € S' 1 arg(2) € (0, — 7,0, +7)}.

Ejemplo 2.1.2 (Producto de variedades topologicas). Si My y Ms son variedades topoldgicas, de
dimension ny y no respectivamente, entonces My X My equipado con la topologia producto es una
variedad topoldgica (ny + ne)-dimensional pues dado (p,q) € My x Mo, existe un abierto U en M,
homeomorfo a R™ y un abierto V. en My homeomorfo a R™ de modo que (p,q) € U x V con
U x V abierto en el espacio My x My homeomorfo a un abierto en R™ x R"2 que a su vez es
homeomorfo a un abierto en R™*"2. Por ello es que el toro n-dimensional T" := (SY)" es una

n-variedad topoldgica.

Si deseamos que un conjunto cualesquiera M sea variedad topologica entonces en primer lugar
deberia ser o un espacio discreto 6 localmente euclidiano, siendo necesario para lo segundo que
cada punto pertenezca a un subconjunto que sea biyectable a R™. De este planteamiento se sigue la

siguiente definicion.

Definicién 2.1.8 (Carta). Sea M conjunto yn € Ny fijo. Una carta en M es una biyeccion x de un

subconjunto U C M en un abierto V de R™. Denotamos a la carta por la pareja (U, x). Llamamos a
T =T;0X

la i-ésima funcion coordenada de la parametrizacion x de la carta. Si p € U entonces decimos que

(U,x) es carta de p.

Pero una sola carta de M no siempre es suficiente. Tal como se ve en el ejemplo 2.1.1] el homeo-
morfismo no es global, hay un punto de la circunferencia que no se mapea para poder trabajar con
abiertos en el codominio. Por tanto, ocupamos una familia de éstas cartas. A la familia de cartas le
exigimos que la familia de dominios sea una cubierta del conjunto M y que los solapes entre dominios

de cartas vayan a subconjuntos abiertos de R™ mediante cierta regularidad.

Definicion 2.1.9 (Atlas). Sea A = {(Uy,%a)}aca una coleccion de cartas en M. Decimos que A

es un atlas de clase C" si:

1. U U,=M.
acA

2. Para cualesquiera o, 5 € A se tiene que x,[Us NUg| es abierto en R™.

8. Para cualesquiera o, € A, si Uy NUg # 0 entonces la funcion de transicion x|y, nu, ©

$51|za[Uang] es un C"-difeomorfismo.

Observacidon 2.1.4. Desde este momento, cada que mencionemos carta, nos referiremos a cartas

de algin atlas de clase C".
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Definiciéon 2.1.10 (Atlas equivalentes). Dos atlas A y A" de M de clase C" son equivalentes si
AU A’ también es un atlas de M de clase C".

Observacion 2.1.5. Sea M wvariedad. La relacion A ~ A’ si y solo si A y A" son atlas de clase C”
equivalentes resulta ser de equivalencia en el conjunto de atlas de M de clase C". La union de todos
los atlas de clase C" en una clase de equivalencia es también un atlas de esa clase de equivalencia.
Tal atlas es un atlas mazimal de clase C" ya que no estd contenido propiamente en otro atlas de la

clase. Se sigue que todo atlas de clase C" estd contenido en un atlas maximal.

Definiciéon 2.1.11 (Estructura diferenciable). Una estructura diferenciable de clase C™ en M es
una clase de equivalencia de un atlas de clase C” en M. Diremos que una estructura diferenciable

de clase C™® es una estructura suave.

Ejemplo 2.1.3 (Estructura trivial). {(Idg»,R™)} es un atlas de una sola carta para R™ que deter-

mina una estructura diferenciable suave en R™,

Definicién 2.1.12 (Carta compatible). Una carta (U, z) es compatible con un atlas A de clase C”

si AU{(U,z)} sigue siendo un atlas de clase C".

Lema 2.1.1. Sea M wun conjunto con una estructura diferenciable de clase C" dada por el atlas
A={(Uns2a)}aca- Si (U,x) y (V,y) son cartas compatibles con A tales que U N'V % (). Entonces
la carta (U NV, zlyny) también es compatible con A y por tanto estd en el atlas mazimal generado
por A. Ademds, si O es abierto de x[U] para una carta compatible (U, x) entonces (x~[0], z|,-1(0))

es también carta compatible.
Demostracion. Lema 1.30 de [Lee09]. O

Observacion 2.1.6. En virtud del lema anterior, si A = {(Un,%a)}taca es un atlas mazimal
(Como puede ser la union de los elementos en una estructura diferenciable) entonces la familia
{Ua}taca provee una base para una topologia en M llamada la topologia inducida por el atlas (O la
topologia inducida por la estructura diferenciable) en M. Ademds, dicha topologia es tal que cualquier

parametrizacion x,, en el atlas es un homeomorfismo.

Definicién 2.1.13 (Variedad Diferenciable). Una variedad diferenciable de clase C” es un conjun-
to M con una estructura diferenciable de clase C” en M de modo que topologia inducida por la

estructura diferenciable es Hausdorff paracompacta.

Observacion 2.1.7. Podemos considerar a una variedad diferenciable como una pareja (M, A)
donde M es un espacio topoldgico con la topologia inducida por el atlas maximal que determina el
atlas A. Ademds, por las restricciones que impone la definicion[2.1.13, M es en efecto una variedad
topoldgica y la dimension de M como variedad diferenciable es la dimension que tiene como variedad

topoldgica.
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Definicién 2.1.14 (Funcién diferenciable). Sean (M, Axr) y (N, Ax) variedades de clase C*. Una
funcion f: M — N es de clase C" (O es r veces diferenciable o C-diferenciable, donde r < k) en
p € M si existe una carta (V,y) en Ay con f(p) € V y una carta (U,z) en Ay con p € U tal que
flulcVvy

yofoaj_1

es de clase C" en z(p). Si f es C"-diferenciable en todo p € M entonces decimos que [ es funcion
de clase C".
Las funciones de clase C™ se dicen funciones suaves. Y las funciones de clase C° serdn, por

convencion, las funciones continuas.

Observacion 2.1.8. Ndtese que el hecho de que una funcion sea de clase C" en un punto no depende
de una carta en especial sino del comportamiento local de la funcion en ese punto. Si f : M — N
es de clase C" en p € M entonces eziste una carta (U, x) de p y una carta (V,y) de f(p) tales que
yofox~! esde clase C". Si (U',2') es carta de p y (V',y') es carta de f(p) entonces

yofor' = oy Ho(yofor ) o(zor )|

es composicion de funciones de clase C" y es, por tanto, de clase C".
Proposicién 2.1.1. Si f: M — N es C"-diferenciable entonces es continua.

Demostracion. Como f es C"-diferenciable entonces y o f o 7! es de clase C" y en particular es
continua. Si W C N es abierto entonces (y~! o (yo fox™1) W] = (f oz~ !)"}[W] es abierto y
entonces 7 1[(f o x™ )T [W]] = f~1[W] es abierto. O

Proposicién 2.1.2. Si f: M — N es de clase C" yg: N — P es de clase C” entonces go f es de

clase C" en p.

Demostracion. Como f es de clase C" en p existe una carta (U, z) de p y una carta (V,y) de f(p)
tales que y o f oz~ ! es de clase C". Ademaés, por la observacién m existe una carta (W, z) de
g(f(p)) tal que zogoy~! es de clase C". Finalmente,

-1

zo(gofloa™! =(z0goy ) o(yoforT)

es de clase C'". Por tanto g o f es de clase C" en p. O

Definicién 2.1.15 (Difeomorfismo). Sean M y N wariedades suaves. Una funcion f : M — N tal
que f y f~1 son de clase C" es un difeomorfismo de clase C". En caso de que r = oo simplemente
decimos que f es un difeomorfismo. Ademds, en caso de que exista un difeomorfismo de clase C"

entre M y N variedades diferenciables de clase C", decimos que M y N son variedades difeomorfas.
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Observacion 2.1.9. Sea M n-variedad de clase C". Si (U,x) es carta de M entonces x es un
difeomorfismo local de clase C™ entre U y el abierto z[U] de R™ puesto que la funcion xox=! = Id g

es suave invertible y por lo tanto es de clase C".

Proposicion 2.1.3 (Producto de variedades diferenciables). Si (M1, A1) y (M>, As) son variedades

diferenciables de dimensiones my y mo respectivamente, entonces

(Myx Mo, {Uq <V, (T10L 60T M, , -y Trmy OTaOT M, s T1OYBOT My -+ Timg OYBOT My ) } (Un s ), (Vs sys)) EAL X As)

es una variedad diferenciable de dimension my + mo.

Demostracion. Como estéa definido, el espacio M7 x Ms es localmente euclideano y esta equipado
con la topologia producto de las topologias inducidas por los respectivos atlas. El producto es T3
porque es producto de espacios T5.

Por otro lado, como una variedad M es localmente euclideana entonces es localmente metrizable,
y por el teorema de Smirnov (Puede consultarse como el teorema 42.1 en [Mun+02|) se tiene que M
es metrizable. Como el producto de espacios metrizables vuelve a ser metrizable entonces My x My

es metrizable y por lo tanto, nuevamente por el teorema de Smirnov, es paracompacto. O

Observacion 2.1.10 (Grupo de difeomorfismos). El conjunto de difeomorfismos forma un grupo con
la composicion, denotamos al conjunto de difeomorfismos de clase C" por Dif f"(M). Convenimos
en que Dif f>(M) =: Diff(M) y que Dif f°(M) denote el grupo de homeomorfismos de M en si

mismo.
Los siguientes dos lemas seran ttiles para construir variedades diferenciables.

Lema 2.1.2. Sea (M, T) espacio topoldgico con un atlas de clase C". Si cada carta (U, x) del atlas
tiene como dominio U un abierto de M y x es homeomorfismo con la topologia de M entonces
T coincide con la topologia inducida por la estructura diferenciable mencionada en la observacion

2.1.0l
Demostracion. Lema 1.35 de [Lee09]. O
Lema 2.1.3. Sea M un conjunto con A= {(Uy,Zo)}aca un atlas de clase C". Entonces:

1. Si
Vp,ge M(p#q— 3o, € AUaNUg =0 AN peUy AN qeUg))V (Iy € Alp,q € Uy)))

entonces la topologia inducida por A es Ts.

2. Si A es numerable entonces la topologia inducida por A es sequndo numerable.
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3. Si
Vag € A({a € A: Uy NU,, # 0} < No)

entonces la topologia inducida por A es paracompacta.
Demostracion. Proposicion 1.32 de [Lee09). O

Son relevantes aquellas variedades diferenciables cuyas funciones de transicién son infinitamente

diferenciables. De aqui proviene la siguiente definicion.

Definicién 2.1.16 (Variedad suave). Una variedad diferenciable de clase C* se conoce como una

variedad suave. Un atlas de clase C* se dice que es un atlas suave.

Ejemplo 2.1.4 (Circunferencia unitaria como variedad suave). Retomando el ejemplo afir-
mamos que la familia {U,,, fs, }..est es un atlas de clase C™ para S' pues dados o, 3 € S se tiene
que folUaNUg) = (@ —m,a+m) N (B —m, B+ m) es abierto en R y en el caso de que sucediera
UaNUg # 0 se aprecia que la funcidn de transicion fgo f,;l\fa[U(,ng] = Idy,[u.nUs) €s suave. Por
lo tanto, el atlas induce una estructura diferenciable suave A en S'. Como ademds cada f. es un
homeomorfismo con la topologia de subespacio de S' entonces por el lema la topologia inducida
por A coincide con la topologia de subespacio de S' que resulta ser Ty y paracompacta. Se concluye

que (S', A) es una variedad suave.

Ejemplo 2.1.5 (Espacios vectoriales). Si V' es R-espacio vectorial de dimension finita n con base
{vi}_, entonces la carta global x : V. — R"™ dada por x(i a;v;) = (a1,...,a,) dota a V de un
atlas suave A= {(V,z)}. Como A es atlas suave y satisfaceZTals condiciones del lema entonces
(V, A) es una variedad suave. Se sigue que todo R-espacio vectorial de dimension n € N puede ser

considerado una n-variedad suave.

Definicién 2.1.17 (Categoria de variedades diferenciables). Consideramos Man' la categoria cuyos
objetos son variedades diferenciable de clase C" y cuyos morfismos son funciones diferenciables de
clase C". En caso de que r = 0o denotamos a la categoria de variedades suaves por Man y a veces

simplemente nos referiremos a ella como la categoria de variedades diferenciables.

Observacion 2.1.11. Por la observacion [2.1.6, toda variedad suave M es un espacio topoldgico.
Ademds, si f : M — N es diferenciable entonces f es continua. Por ello, podemos definir el fun-
tor olvido Upgan, Top : Man — Top. Este funtor es fiel, mds no es pleno porque no toda funcion
continua es diferenciable. Ademds, por la construccion de la topologia inducida por una variedad en
la observacion y la proposicion la topologia inducida por el producto de dos variedades
coincide con la topologia producto de los dos espacios topoldgicos inducidos. Esto ultimo indica que

el funtor Upgan, Top preserva productos finitos.



CAPITULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL 33

Definicién 2.1.18 (Categoria de variedades punteadas). La categoria de variedades punteadas es
aquella que tiene por objetos a los pares (M,p) con M wvariedad suave y p € M. Un morfismo f
entre (M,p) y (N, q) es una funcion suave f : M — N tal que f(p) = q. Denotamos a esta categoria

mediante Man,.

2.2. Espacio tangente

El espacio tangente de una variedad suave en un punto va a ser el andlogo al hiperplano que
mejor se aproxima a una hipersuperficie. En efecto, el espacio tangente nos dara informaciéon sobre
el comportamiento local de una variedad suave, del mismo modo que una recta tangente nos habla

de las propiedades locales de una curva.

Definicién 2.2.1 (Germen). Sea M variedad suave yp € M. Las funciones f : U - Ryg:V — R,
con U y V wvecindades de p, tienen el mismo germen en p si existe una vecindad W de p tal que

WQUﬂVyf|W:g|W.

Observacion 2.2.1. Sea M wvariedad suave y p € M. En el conjunto {f : U — R | U es vecindad
de p y [ es suave } definimos la relacion f ~ g si y solo si f y g tienen el mismo germen en p.

Puede verificarse que la relacion ~ es de equivalencia.

Definicién 2.2.2. Sea M variedad yp € M. Al conjunto de clases de equivalencia de funciones que

tienen el mismo germen en p se le denota por CI‘,’O(M).

Observacion 2.2.2. Dada f : U — R funcion suave en U vecindad de p € M, la clase de equiva-
lencia [f] se conoce como el germen de f en p. Ya que para cualquier g € [f] se tiene g(p) = f(p)
entonces consideraremos [f](p) := f(p). Ademds, para no sobrecargar la notacion, a veces cuando

escribamos f € Cp°(M) nos referiremos a [f] por medio de f.

Proposicién 2.2.1. Sea M wvariedad suave y p € M. El conjunto C;°(M) tiene estructura de
R-dlgebra.

Demostracion. Dados [f], [g] € C;°(M) y A € R, definimos las operaciones

[f]+[g] = [f + g
Alf1 = [Af]
[f1lg] = [f9]

Puede comprobarse que las operaciones estdn bien definidas y que dotan a Cp° (M) de la estruc-

tura de R-algebra. O
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Definicién 2.2.3 (Vector tangente). Sea M variedad suave. Un vector tangente v, en p € M es un

funcional lineal vy, : C;°(M) — R que satisface la regla de Leibniz

Vf,g € CyX(M) (vp(fg) = g(p)vp(f) + f(p)vp(9))

Proposicion 2.2.2 (Espacio tangente). El conjunto de vectores tangentes en p € M, denotado por
T,M, tiene estructura de R-espacio vectorial. A dicho espacio lo llamamos el espacio tangente de

M en p.
Demostracion. Basta ver T, M es subespacio vectorial del espacio de funciones lineales de Cp°(M)

en R. Primero, si u,,v, € T,M y f,g € C;°(M) entonces

(up +vp)(fg) = up(fg) +vp(fg) = g(@)[(up + vp) ()] + () [(up + vp)(9)]

y asi up, + v, € T, M. Por ultimo, si A € R entonces

(Aop)(fg) = Avp(f9)) = Ag(P)vp(f) + f(p)vp(9)) = 9(p)(Avp)(g) + f(p)(Avp)(9)

y asi v, € T, M. O

Observacion 2.2.3. De la regla de Leibniz se sigue que al evaluar un germen constante [c] en un

vector v € TyM se tiene v([c]) = 0 pues

vo([e]) = e-v([1]) = ¢ v([U[1]) = e(2 - v([1])) = 2 - v([c])

A veces nos referiremos a las funciones que son lineales y que cumplen la regla de Leibniz como

derivaciones. En concreto, un vector v € T,M es una derivacion en Cp°(M).

Proposicion 2.2.3. Si (U, z) es carta de la variedad M en p entonces la funcion Bimi‘l’ 1O (M) —
R dada por

9 _O(foax™t)

ox; |P(f) = y; |ac(p)

es un vector tangente en p.

Demostracion. Como veremos, las propiedades de derivaciéon van a seguirse de las propiedades de la
i-ésima derivada parcial habitual. Primero, si f,g € C;O(M) v A € R entonces

0 Lo tMgor)  d(fer+hgor) 0 0
oz, |p(f +Ag) = B ‘w(p) = dy; |w(z)) ~ Bz, |p(f) + /\830 |p(9)

K3
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Por tltimo, calculamos

9 foaz'-goxz™)
%‘p(fg) = 3yz ‘z(p)
dgoz™")

9yi

= @) () + 9) 5 ()

o(fox"t)

= [l (x(p)) oy @)

o, +9(27 (2(p)))

O

Es posible identificar al espacio tangente mediante una descripciéon mas algebraica. Una descrip-
cién analoga es la que se toma cuando se define el espacio tangente para variedades algebraicas en

el contexto de geometria algebraica, donde no tenemos nociones de diferenciabilidad.

Proposicién 2.2.4. El conjunto

my, = {f € C;°(M): f(p) =0}

es un ideal mazimal de C°(M).

Demostracion. El conjunto es ideal ya que si f,g € m, entonces (f + g)(p) = f(p) +g9(p) =0y
por tanto f +g € my,. Y si h € C°(M) entonces (hf)(p) = h(p)f(p) = h(p)-0 = 0y por tanto
hf € C*(M).

El ideal es maximal ya que si I es un ideal tal que m, C I C C}° (M) entonces existe un f € I
con f(p) # 0y por continuidad existe una vecindad U de p donde f no es nula. Luego, por ser I

ideal se tiene que %f =1¢e1yportanto I = M. O

Proposicion 2.2.5. Sea M variedad suave con p € M. Entonces
T,M = (my,/m3)*

Demostracion. Definimos la funcion lineal F : T,M — (m,/m2)* dada por F(v)(f+m2) = v(f), la
cual es un funcional lineal porque v lo es. F' est4 bien definida pues si s,t € m,, entonce por Leibniz
ocurre que v(st) = s(p)v(t) + t(p)v(s) = 0y por lo tanto si f 4+ m2 = g+ m2 entonces v(f) = v(g).

F es inyectiva pues si F(v) = 0 entonces dado g € C;°(M) se tiene 0 = F(v)(g + m2) = v(g) y
por tanto v = 0.

F' es suprayectiva pues si tenemos L : m,, /mf) — R entonces podemos definir el vector tangente
v € T,M dado por v(g) = L(g— g(p) +m?), el cual en efecto satisface la regla de Leibniz pues dados
f,9 € C°(M) se tiene

o(fg) = L(fg—(f9) )+ (f(p)—f)g—g(p)+m2) = f(p)(Llg—g(p)+m2))+9(p)(L(f — f(p)+m3))
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y por tanto
v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)

Ademas v es tal que dado f € m, se tiene

F(v)(f +mp) = v(f) = o(f + f(p)) = L(f +m})

y por tanto F'(v) = L. Concluimos que F es un isomorfismo entre T, M y (mj,/m2)*. O

Como todo espacio vectorial, el espacio tangente tendra una base y un correspondiente espacio

dual.

Proposicién 2.2.6 (Base coordenada). Sea M n-variedad y (U,z) carta de M con p € M. La
n-tupla de derivaciones {%b};;l es una base para T,M. Ademds, v € T,M se escribe como la

siguiente combinacion lineal

n
v =

0
U(%’)%b

=1

Demostracion. Teorema 2.10 de [Lee09]. O

Observacion 2.2.4. Sea M n-variedad suave. En virtud de que por la proposicio’nl@ Tp,M esR-

espacio vectorial con base { 52-|,}7_, podemos construir una base dual {dx;}?_, para TyM = (T,M)*

donde dx; : T,M — R es un funcional lineal definido en la base del espacio mediante

0
dl‘z‘(aij) = 0ij

Hasta el momento hemos asociado a cada punto de una variedad un espacio vectorial. Ahora

asociaremos a cada funcion suave una transformacion lineal.

Definicién 2.2.4 (Funcion tangente). Sean M y N variedades suaves, f : M — N suave y p € M.
La funcion tangente de f en p es la funcion T, f : T,M — T,y N dada por (T, f(vy))(9) := vp(go f).

M-ty N M 2L TN
Proposicion 2.2.7. La funcion tangente de la definicion|2.2.4] estd bien definida y es R-lineal.
Demostracion. Si g y h son iguales en la vecindad W de f(p) entonces

go f|f*1[W]ﬁdom(g)ﬁdom(h) =ho f|f*1[W]ﬂdom(g)ﬁdom(h)

y por tanto (T, f(vp))(9) = (Tpf(vp))(h)-
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Veamos que es lineal: Sean up,v, € T,M, A€ R, f: M — N suave y g € CJ?‘(’p)(N). Entonces

(Tp f (up + Avp))(g) = up(go f) + Avp(go f) = (Tpf(up))(9) + AMTpf(vp))(9)

y asi T, f (up 4+ Avp) = T f (up) + AT f (vp)- O

Observacién 2.2.5. Sea M wariedad suave. Sip € M, v e T,M y f € C;°(M) entonces

(Tplar) () (f) = v(f o 1ar) = v(f) = (lz,m1 (v))(f)

y se sigue que Tplpr = 1p, 0.

Proposicion 2.2.8 (Regla de la cadena). Sean f: M — N y g: N — P funciones suaves. Para

cada p € M tenemos que

Ty(go f)= (Tf(p)g) o (Tpf)

Demostracion. Sea v, € T,M y h € C;°(P). Entonces

(Tr)9) o (Tp ) (0p))(h) = (T f (vp))(h o g) = vp(hogo f) = (Tp(g o f)(vp))(h)

y asi se tiene la igualdad deseada. O
Por la observacion [2.2.5] y la regla de la cadena podemos definir el funtor tangente puntual.

Definicién 2.2.5 (Funtor tangente puntual). El funtor tangente puntual T, : Man, — Vectg envia
cada variedad punteada (M,p) al espacio tangente T,M, y cada morfismo f : (M,p) — (N,q) ala
transformacion R-lineal T, f : TyM — Ty, N.

Corolario 2.2.1. Sean M y N wvariedades suaves. Sip € M y f : M — N es un difeomorfismo

entonces T}, f es un isomorfismo lineal.
Demostracion. Basta aplicar la proposicion[I.2.6]al funtor tangente puntual de la definicion[2.2.5] O

Para mostrar que los conceptos de esta seccién son una generalizacién de aquellos provenientes

del calculo diferencial en R"™, calcularemos el espacio tangente de R™.

Observacion 2.2.6. Asumiremos la convencion de que dada la funcion f : X — R™ entonces f;
denotard a la j-ésima funcidn coordenada de f. Es decir, si j € {1,...,n}} entonces f; = m; o f,

donde mj((x1,...,xyn)) = ;.

Ejemplo 2.2.1 (Espacio tangente y funcion tangente en los R™ y en espacios vectoriales). Sea

R™ con la estructura diferenciable trivial. Si p € R™ entonces usando la carta (R™, 1gn) y tomando
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[ € C;°(R™) tenemos que
9 A(folgh) of
() ===l =3I
0x; Oy y;
y por tanto una base para el espacio tangente T,R"™ es aquella formada por los funcionales de las

derivadas parciales usuales {8%-‘17}?:1

Dado n € N definimos la funcion F,, : R" — T,R"™ mediante F, (v) = D,|, donde

h —
Du|p(f):}ll%f(p+ I;L) fp)

hace referencia a la derivada direccional de f € C;°(M) en p. Recordando la igualdad

para funciones en f, € C'(R™) podemos ver que D,|s es lineal y satisface la regla de Leibniz en p,
siendo por tanto derivacion en p. También podemos ver que Dyt y|p = Dylp+Dylp Y Daulp = ADuylp,
de modo que F,, es lineal. Como la funcion F,, lleva al i-ésimo vector candnico e; a la i-ésima derivada

parcial en p e |p entonces tenemos un isomorfismo lineal
R" = T,R" (2.1)

Por la observacion[2.1.9 y el ejemplo[2-1.5], si V es R-espacio vectorial de dimensidn n entonces es
difeomorfo mediante la carta global x a R™. Del corolario[2.2.1], los espacios tangentes son isomorfos

como R-espacios vectoriales. Por lo tanto se tiene el isomorfismo lineal
T,V = Tm(p)Rn (2.2)

De|2.1], y el hecho de que x también es isomorfismo lineal se tiene el siguiente isomorfismo lineal
para todo v €'V
VT,V

Continuando con el ejemplo, si f : R — R™ es suave entonces, por el isomorfismo anterior,
su funcidn tangente en p € R™ es una transformacion lineal D : R™ — R™. Para i € {1,..,n} y

g€ C}‘??p) (R™) se tiene por regla de la cadena que

3f %
ayl Z 3] By, 1 ® = Z o ‘pay £ (9)
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Por lo tanto, la matriz asociada a D tiene en la entrada (i,7) al valor

afj ‘
8yi P

y asi D no es mds que la derivada habitual D, f de la funcion f.

T,R" =0 Ty R™

FHT J{F,; !

Observacién 2.2.7. Sea M variedad suave y p € M. Considerando el germen [f] € C3° enp con f :
U — R funcion suave, podemos tomar un representante de la clase [f] que esté definido globalmente.
El esbozo de una prueba va como sigue: Dado que M es localmente compacto, existe un compacto
V C U tal que p € int(V'). A consecuencia de la paracompacidad de M va a existir una particion de
la unidad y por ello podemos dar una funcion suave f: M — R tal que ﬂmt(v) = flint(v)- Por lo
tanto [f] = [f] y asi [f] tiene un representante f en C°°(M).

En lo que resta del trabajo del tesis, consideraremos a los vectores en T, M como derivaciones de

C>(M) en p, en lugar de derivaciones de C;°(M) en p.

Para finalizar la seccion notemos que el funtor tangente puntual se comporta bien con los pro-

ductos finitos.

Proposicion 2.2.9. Sean M, N variedades suaves con p € M y q € N. Entonces
Tip,q)(M x N)=T,M x T,N
Demostracion. Sea la funcion I : T, (M x N) — T, M x Ty N dada por
F(v) = (Tip, ™ (v), Tip,p v (v))

F es lineal porque es producto de transformaciones lineales.
Definimos las funciones ipy : M — M X N y iy : N — M x N mediante iy (z) = (z,q9) y

in(y) = (p,y). También definimos a la funcion G : T,M x T,N — T(;, (M x N) dada por
G(v,w) = Tying(v) + Tyin(w)
Veamos que F' es suprayectiva

(FoG)(v,w) = F(Tyin (v)+Tyin(w)) = (Tip,qymar (Tping (0)+Tyin (w)), Tip,q) ™ (Tping (v)+Tyin (w)))
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Empleando regla de la cadena y la linealidad obtenemos
(F o G)(v,w) = (Tp(mar 0ing)(v) + Ty(mas 0 i (w)), Tp(mn 0 ing)(v) + To(mn 0 in)(w))

Como my oy ¥y Tas © iy Son constantes, y se tienen las igualdades mys oipy = 1y y wy o iy = ly,

entonces

(Fo G)(v,w) = (T1m(v), Tyln (w)) = (v, w)

Por ser F' transformacion lineal suprayectiva entre espacios vectoriales de la misma dimensién

concluimos que F' es un isomorfismo. O

2.3. Campos vectoriales

Un campo vectorial va a ser una funcién que asigna a cada punto p en una variedad M un
vector en su espacio tangente T, M. Al desear que la asignacién sea suave es que debemos pararnos
a considerar una estructura de variedad suave sobre la unién disjunta de los espacios tangentes. En

esta seccion presentamos al haz tangente de una variedad y estudiaremos a los campos vectoriales.

Definicién 2.3.1. Sean {X;};cr una coleccion de conjuntos. La union disjunta de los conjuntos es

el conjunto

L)%= U < (ih (23)

i€l iel
Observacion 2.3.1. La unidn disjunta corresponde al coproducto de {X;};c; en Set. Por el

dual de la proposicion|1.3.4), se tiene la unicidad salvo isomorfismos.

Definicién 2.3.2 (Haz tangente). El haz tangente de una variedad suave M es la union disjunta
de los espacios tangentes. Esto es,

T™ := | | T,M
peM

La proyeccion en el haz tangente es la funcion nrpr : TM — M dada por wrp(v) = p cuando

veT,M.

Proposicion 2.3.1. Si M es n-variedad suave, entonces el haz tangente TM tiene estructura de

2n-variedad suave con la que Ty €s suave.

Demostracion. Lo méas destacado de la demostracion es que dado un atlas {(Uq, z = (xga), - x;a)))}aeA
de M, se construye un atlas {(7~1[Us], 7 := (2\” omr,...,a\ o, dxy, ..., dzpn)) Yaca de TM. La de-

mostracion se puede leer como la proposicion 2.55 de [Lee09). O



CAPITULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL 41

Definicién 2.3.3 (Levantamiento tangente). Si f : M — N es suave, entonces definimos el le-
vantamiento tangente de f como la funcion Tf : TM — TN dada por (Tf)(v) = (T, f)(v) para
vel,M.

Proposicién 2.3.2. Si f: M — N es suave entonces Tf : TM — TN es suave.

Demostracion. Supongamos que M de dimensién m y N tiene dimension n. Notemos que si p € M
tiene carta (U,z) y f(p) € N tiene carta (V,y) entonces por la proposicion se tiene

iayOfow Y

J
(%Z - Jy; 1

j=1

De modo que si (u,v) € z[U] x 7~ }U] C R® x R® 2 R?" con 7! (u) = p y usando el atlas que

nos proporciona la demostracion de entonces

i 1 _ dyofoux! . Oyofort),
(GoTf 05 ), 0) = () syl f sz R B Qe Lot ny o
y se sigue que la funcién es suave pues coordenada a coordenada lo es ya que f es suave. O

Definicién 2.3.4 (Funtor tangente). El funtor tangente T : Man — Man asigna a cada variedad
M la variedad TM, y a cada funcion suave f : M — N le asigna el levantamiento tangente T'f :
TM — TN.

Definicién 2.3.5 (Campo vectorial). Un campo vectorial suave en M es una seccion de wry; en
Man. Se acostumbra a escribir X,, en lugar de X (p), y a denotar por X(M) a la coleccion de campos

vectoriales en M.

Observacion 2.3.2. Sea M una variedad suave, una funcion f € C°(M) y un campo vectorial

X € X(M). Podemos definir la funcion X(f) : M — R dada por

A wveces denotamos a X (f) por X f para no sobrecargar la notacion.

Observacion 2.3.3. Si M es n-variedad suave con (U,x) carta en p € M entonces en U tenemos

la funcion aixi : U — X(U) dado por aixi(p) = Bixih’ para i € {1,..,n}. Si X € X(M) entonces
- 0
Xlu(p) = ZXi(p)ﬁha (2.5)
i=1 ‘

para ciertas funciones X; : U — R que se conocen como las componentes del campo X segin la carta

(U, z).
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Lema 2.3.1. Sea X : M — TM una seccion en Set con M una n-variedad. Son equivalentes las

siguientes afirmaciones:
1. X es suave.
2. Las componentes X; de X segin (U,x) en[2.5 son de clase C* para toda carta (U, z).
3. Si f € C®(M) entonces X(f) € C°(M)

Demostracion. Si X es suave y (U, x) es carta de M entonces X |y es suave y

= 0

dl‘i o XlU = dl‘z(z Xjaixj) = Xi
Jj=1
es de clase C*°.
Si cada X; es suave y f € C°°(M) entonces
X =N "x.2L
GUEDIET -~

es suma de productos de funciones suaves y por tanto X (f)|y es suave para toda carta (U, z) y asi
X(f) es suave.

Por altimo, si X (f) es suave para cualquier f € C°°(M) entonces para la carta (U, (z1, ..., 2y))
de M tenemos que

dl‘i OXlU = X(Z‘Z)

es suave porque por la observacién se sigue que z; € C*°(U). Como ademés, z; omo X|y =

x; € C(U) entonces X |y es suave y, como la carta fue cualquiera, concluimos que X es suave en

M. O

Observacion 2.3.4. Por las equivalencias del lema [2.3.1], podemos ver a un campo vectorial X €

X(M) como una funcion X : C°(M) — C*°(M) que envia a cada f € C°(M) a X f € C>®(M).

Dados dos campos vectoriales X,Y € X(M), podemos construir un tercer campo vectorial co-
nocido como el conmutador de los campos. Mas adelante veremos el significado geométrico de este

nuevo campo.

Definicién 2.3.6 (Conmutador). Sea M wvariedad y X,Y € X(M) campos vectoriales. Definimos el

conmutador de los campos vectoriales X y'Y como el campo vectorial [X,Y]: M — TM dado por

(XY (f) = Xp(Y ) = V(X )

para cualesquiera f € C(M).
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Proposicion 2.3.3. El campo vectorial [X,Y] de la deﬁnicio’n estd bien definido.

Demostracion. Tenemos que ver que si p € M entonces [X,Y], € T,M, lo que significa que es una

derivacion en p. Esto es cierto ya que si tomamos f,g € C*°(M) se tiene

(X, Y]p(fg) = Xp(Y(f9) = Yo(X(f9) = Xp,(Yf-g+ [ -Yg) =Y, (Xf-g+ f Xg)

Donde que se uso que Y}, es derivaciéon y por tanto Y (fg) =Y (f)- g+ f - Y (g). Haciendo lo mismo
con X se sigue que [X,Y],(fg) es igual a

Xp(Y ) 90)+Ypf - Xpg+Xpf-Ypg+f(0) Xp(Yg) =Y (X ) 9(p) = Xpf-Yog—Yp fXpg—f(p)-Yp(Xg)

y eliminando a los términos correspondientes

(X, Y1, (f9) = f(0)(Xp(Yg) =Y, (X9))+9(p)(Xp (Y ) =Yp(X ) = f(p)-[X, Y] (9) +9(p)- [X, Y]p(f)

Concluyendo que [X,Y], es en efecto una derivacion. O

Observacion 2.3.5. Sea M wariedad suave con carta (U,xz = (z1, ...,xy,)). Si tomamos los campos

vectoriales X,Y € X(M) entonces en U tienen la forma local X = 3 X;2- yY = Y. Y;52-. De
i=1 ‘ j=1 ’

este modo, para f € C°°(M) el corchete de Lie en U es

i=1 i=1
N oy, of | .. 0% ox;of . Of
- Z Zari ij + XZY} 8x18x3 }/J 8$j aa:i Y}XZ 8951633]

(i,5)€{1,..,n}2
- Y Nle Vg

(i,4)E€{1,...,n}? Ty 0T z; Ox;
= 5y 0% 0

(i,)€{1,....,n}?

Podemos concluir que la expresion local del campo [X,Y] en la carta (U, x) es

_ Y 05, 0

(4,7)€{1,...,n}?

Dado un campo vectorial X y un punto p en la variedad M, es posible hallar una curva v que
pase por p cuyo 'campo de velocidades’ sea X. Dicha curva se conocerd como una curva integral de
X.

Por I nos referiremos a un intervalo en R.
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Definicién 2.3.7 (Curva suave). Sea M wvariedad suave. Una curva en M es una funciony : I — M
de clase C.

Si 0 €I y~(0)=p entonces diremos que la curva v comienza en p.
Observacion 2.3.6. Sea v una curva sobre la variedad suave M. El levantamiento tangente T+ :
TI — TM puede identificarse con una funcion

i1 —TM

dada por (s) = Tsfy(%|s). También es comiun escribir v en lugar de

Definicién 2.3.8 (Curva integral). Sea M wvariedad y X € X(M). Una curva suave v : I — M es
curva integral de X si

Vi € I(X, ) = (1))

Teorema 2.3.1 (Existencia y unicidad de curvas integrales). Sea M wvariedad suave y X € X(M).
Para cada p € M eziste ¢ > 0 y una curva suave 7y : (—e,e) — M en M que comienza en p y es

curva integral.

Demostracion. Sea (U,z = (x1,...,2,)) carta de M en p. Entonces la condicion de que v sea inte-

grable es lo mismo a pedir que

0

i € {130 by = X005 0)

Es decir, tenemos el sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

Yi = Xi(n(t), ., m(t))
con condicién inicial 4(0) = (Xi1(p), ..., Xn(p)). Como se puede consultar en cualquier libro de la
materia, existe una tnica solucién suave definida en una vecindad del cero para el sistema. O

Definicién 2.3.9 (Curva integral maximal). Sea M wvariedad suave, p € M y X € X(M) campo
vectorial. Una curva integral v : I — M de M que inicia en p es una curva integral maximal si para

cualquier otra curva integral v' : J — M de M que inicia en p se tiene J C I.

Teorema 2.3.2. Sea M wvariedad suave y X € X(M) campo vectorial. Entonces existe una tnica

curva integral mazimal v, : I, — M de M que inicia en p.

Observacion 2.3.7. Usando la notacion del teorema[2.3.3, dado t € R, definimos el conjunto

Di(X):={peM:tel,}
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Definicién 2.3.10 (Flujo de un campo vectorial). Usando la notacion del teorema el flujo
del campo vectorial X es la funcion ¢% : Di(X) — M dada por

O (p) = (1)
Definicién 2.3.11 (Campo vectorial completo). Un campo vectorial X € X(M) es completo si
Vi € R(Dy(X) = M)

Damos una condicién suficiente y necesaria para que una funcién suave respete los flujos.

Definicién 2.3.12. Sea f : M — N funcion suave. Un campo vectorial X € X(M) estd f-

relacionado con el campo Y € X(N) si
Vp e M(Yyp) = Tpf(Xp))

Dicho de otro manera, el campo X estd f-relacionado con el campo Y si el siguiente diagrama

conmuta

M-t N

x| I
TM Tf> TN

Mediante X ~; Y denotamos que el campo X estd f-relacionado con Y .

Proposicion 2.3.4. Sea f : M — N funcion suave y consideremos los campos vectoriales X €
X(M) yY € X(N). Entonces X ~; Y siy sdlo si para cada curva integral v de X enp € M se
tiene que f o~y es curva integral de'Y en f(p) € N

Demostracion. Si X ~;y Y y v:I — M es curva integral de X en p entonces para t € I se tiene

o o
(fon)'(t) =Tilf o) (g l0) = Ty f o T 1) = Ty f o Xty = Yty = Yoy (2:6)

donde en la cuarta igualdad de se debe a que X ~; Y. Por tanto f o+ es curva integral de Y en
f((0)) = f(p)-

Conversamente, sip € M y v : (—¢,¢) — M es curva integral de M en p entonces como f o~ es

curva integral en N en f(p) y se tiene que

Yf(p) =(fo '7)/(0) =T, f(7(0)) = Ty f(Xp)

Por tanto concluimos que X ~ Y. O
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2.4. Subvariedades

Al considerar una variedad diferenciable M, definimos una subvariedad N de M como un sub-
conjunto que, por si mismo, es una variedad diferenciable. La estructura diferenciable de IV puede
ser directamente heredada de la de M, en cuyo caso N se denomina una subvariedad regular. Al-
ternativamente, la estructura de IV puede ser implantada en M en un sentido que se precisaré mas
adelante al hablar de subvariedades inmersas. Esta seccién se dedicara al estudio de las subvariedades
y presentard teoremas para su construcciéon, destacando el papel del teorema del rango constante,

para cuya demostracion recordaremos el teorema de la funcion inversa.

Definicién 2.4.1 (Subvariedad regular). Sea (M, A) n-variedad suave y k < n. Un subconjunto
N C M es una subvariedad regular de M de dimension k si para todo p € N existe una carta
(Up, xp) € A tal que

2p[Up N N] = 2, [Up] N (R” x {Opn—+})

En este caso, N es una k-variedad suave con atlas A" = {(Up N N, 7o xp)}pen, donde 7 es la

proyeccion de R™ en R*.

Proposicion 2.4.1. Sea (M, A) n-variedad suave. Si N C M es abierto entonces A es n-subvariedad
reqular de M y ademds

Vp e N (T,N = T,M)

Demostracion. Sip € Ny (U, z) es carta de p en M entonces (U N N, z|ynn) es carta de p en N.
Como N es abierto en M entonces existe una vecindad V' de p tal que U C N C M. En particular
los conjuntos de germenes Cp°(M) y C;°(N) son iguales. Y por tanto T, N = T, M. O

Definicién 2.4.2 (Inmersion y sumersion). Sea f: M — N suave. Decimos que f es una:
1. inmersion si para todo p € M se tiene que T, f es inyectiva.
2. sumersion si para todo p € M se tiene que T, f es suprayectiva.

Definicién 2.4.3 (Subvariedad inmersa y encajada). Sea M wvariedad suave. Una pareja (N, ),
con N wvariedad y ¢ : N — M wuna inmersion inyectiva, es una subvariedad inmersa. En caso de
que ¢ : N — @[N] sea un homeomorfismo, decimos que ¢ es un encaje y que N es una subvariedad

encajada.

Teorema 2.4.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea Q C R™ abierto, a € Q y f: Q& — R™ de clase

C* con k € NU {oo}. Si el jacobiano Jf de la funcion satisface

det(Jf(a)) # 0
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entonces existen abiertos U CQ yV C f[Q] cona € U y f(a) € V tales que fly : U = V es un

difeomorfismo de clase C*.

Demostracion. La demostraciéon se encuentra en cualquier buen libro de calculo diferencial multiva-

riable. O

Definicién 2.4.4 (Rango de una funcién). Sea f: M — N funcién de clase C* con k € NU {oo}.

f tiene rango constante r en U C M si para todo q¢ € U la funcion tangente T, f tiene rango r.

Teorema 2.4.2 (Teorema del rango constante). Si f : M — N es suave, p € M y T, f tiene rango
constante r en una vecindad de p entonces existen una carta (U, @) en p y una carta (V,1) en f(p)
tales que

(yo fox M) (xy,...,xm) = (x1,...,2,,0,...0)
Ademds, tales cartas cumplen que ¢(p) =0 = ¥(p).

Demostracion. El caso v = 0 es trivialmente cierto. Por lo que supondremos r # 0.

Si (U,$) y (V,4) son cartas en p 'y f(p) respectivamente, entonces T, (1) o f o ¢~1) tiene rango
constante r por la proposicién el corolario y el hecho de que los isomorfismos lineales
respetan el rango. Por lo tanto, podemos unicamente demostrar el teorema para funciones suaves
f:R™ — R™. Ademas, como las traslaciones en R* son difeomorfismos, podemos suponer que la
funcién f es de rango constante r en una vecindad de 0 con f(0) = 0.

Sea f : U' — R"™ suave con rango constante r en una vecindad U” € U’ de 0 € R™. Reacomodando

podemos suponer

fi
det((5~ Dijeft,..rn2(0) #0 (2.7)
T
Definimos la funcién ¢ : R™ — R mediante
¢(‘T1) eeey mm) = (f17 ceey fT7x’l"+1) '-axm)

Luego, el jacobiano de ¢ tiene rango m en 0 por y es un difeomorfismo local ¢|y : U — W con
0eUNW yUCU” por Por otro lado, la funcién

f © d)il(xla B x?ﬂ) = (mla ooy Ty f7'+1 o ¢71($), ey f’m © ¢71(x))

es de rango r para todo z € W y ello fuerza a que

fiop™")

Ve € Wi, j) € {r+1,.m}* (=7

() =0

Dicho de otro modo, f; 0 ¢~! con j € {r +1,...,m} no depende de las variables {z}7, ;.
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Por tanto, ¢ : R® — R™ dada por

V(1 ey ) = (L1, ooy Ty Tyt — frp1 00 (), @y — fro0 0~ (1))

tiene por jacobiano en 0 a una matriz triangular inferior que consta de unos en su diagonal y que es
por tanto invertible. Como consecuencia del teorema de la funcion inversa 2.4.1) ]y : V — W' es
un difeomorfismo local en 0.

Finalmente,

Yo fodp Har,xm) = (21,..., 2,0, ..., 0)
y se consiguen las cartas que proporcionan la igualdad deseada.

v— v

I

W — W
O

Corolario 2.4.1. Si (N, ¢) es n-subvariedad inmersa de la m-variedad M yp € N entonces existen

una vecindad U de p en N y una carta (V,z) de ¢p(p) en N tales que

Ul ={q €V :2ns1(p) = ... = zn(p) = 0}

donde n = dim(N).

Demostracion. Como ¢ es inmersiéon entonces tiene rango constante n. Por el teorema de rango
constante existen cartas (U,y) en py (V,z) en f(p) tales que yopozt : R® — R™ es la
funcion inclusion. Notando que yo¢[U] son aquellos puntos de y[V] con las tltimas m—n coordenadas

iguales a cero se tiene la igualdad deseada. O

Corolario 2.4.2. Si (N, ¢) es subvariedad encajada de la variedad M entonces ¢[N] es subvariedad

reqular de N.

Demostracion. Sean p € N, la vecindad U de p y (V,x) carta como en el corolario Por ser
¢ encaje se tiene que ¢[U] es abierto de ¢[N] con la topologia de subespacio. Por lo tanto existe

V' C M abierto tal que ¢[U] = V' N ¢[N]. Si tomamos W := V NV’ entonces se cumple
HININW ={g € W : 2n11(q) = ... = T (q) = 0}

De que modo que

z[¢[N]NV] = 2[V]N (R" x {Opm-n})
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y concluimos que ¢[N] es subvariedad regular de M. O

Observacion 2.4.1. Sean N n-subvariedad regular de la m-variedad M y p € N. Consideremos a
la funcion inclusion i : N — M y (U, ) carta de p en M tal que (U N N,mox) es carta de p en N
con z[U N N| = z[U] N{R"™ x {Ogm-n}}. Si tomamos (j, k) € {1,...,n} x {1,...,m}, se tiene que

0 | (IE ) . ﬁ(xk o (7T0$j)71)| .
Imox);* k)= dy; moz(p) —

Ok

y por la proposicio’n se sigue para j € {1,..,n} que

0 0

(=) = 2
pZ(a(ﬂ'O$>]‘ ‘P) amj |;D

De modo que Tyi es funcidn inyectiva y podemos identificar a T, N con el subespacio de T, M generado
por {%|p}§-‘:1. Ademds, como i es inyectiva y es homeomorfa a su imagen entonces (N,i) es una
subvariedad encajada.

En general, si (N, ) es subvariedad inmersa entonces por ser ¢ inyectiva podemos identificar a

T,N con el subespacio T,¢[T,N] de Ty M.

Definicién 2.4.5 (Punto regular). Sea f: M — N suave y p € M. p es un punto regular de [ si

T,M es suprayectiva.

Definicién 2.4.6 (Valor regular). Sea f : M — N suave y ¢ € N. q es un valor reqular de f si
todo punto p € f~1[{q}] es un punto regular.

El siguiente teorema nos dice que los conjuntos de nivel de valores regulares tienen estructura de

variedad suave.

Teorema 2.4.3. Sea f: M — N suave y ¢ € N un valor reqular de f. Entonces f~'[{q}] es una
subvariedad regular de dimension dim(M) — dim(N). Ademds, para todo p € f~1[{q}] se tiene

T,(f~'{a}]) = Ker(T,f)

Demostracion. Supongamos m = dim(M) y n = dim(N). Por ser ¢ valor regular de f se tiene para
p € f7{q}] que T, f es suprayectiva y por tanto Ty (p) (y'o fox'~1) es suprayectiva para cualesquiera
carta (U’,z’) de p y carta (V',y’) de f(p). Luego, por el teorema de la funcion inversa, existe una

vecindad U, de p tal que f es sumersién en dicha vecindad. Si hacemos la unién O = U U
pef~{a}]
entonces se consigue un abierto tal que f_l[{q}] C Oy flo es sumersion y por tanto es funcién con

rango constante n. Usando el teorema del rango constante podemos hallar cartas (U, z) de p y

(V,y) de q tales que y o f o x~! es la proyeccion de R™ en R". Por lo tanto

T NU={peU:zi(p) = ... = 2, (p) = 0}
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y asi f~'[{q}] es subvariedad regular de dimension m — n y por la observacién la pareja
(f7'[{q}],1), con i la inclusiéon en M, es una subvariedad encajada.

También por la observacion [2.4.1] el espacio tangente T),(f~*[{q}]) es el subespacio de T,M
generado por {B%j|p}§":n+1. Dado que para j € {n+ 1,...,m} se tiene por la proposicion que

0 - O(ygo fox 0
Tf(aa; ZMMM@ l,=0
J

k=1

entonces Ker(T,f) = ({% To1) = T,(f'{a}])- =

Observacion 2.4.2 (Codimension). Si N C M es variedad de M entonces la codimension de N en
M es dim(M) — dim(N). El teorema diria que la imagen inversa de un valor regular es una

subvariedad de dimension igual a la codimension de N en M.
Podemos generalizar el teorema

Teorema 2.4.4. Sean M y N variedades suaves, p € N, y f : M — N suave. Si para algin k € N
y cada p € f~'[{q}] existe una vecindad U de p donde f tiene rango constante k entonces f~'[{q}]
es una subvariedad reqular de M de codimension k. Ademds, si p € f~[{q}] entonces se cumple la

igualdad
T(f'{a}]) = Ker(T,f)

Demostracion. La demostracién es similar a del teorema 2.4.3] O

Dos subvariedades (N,¢) y (N',¢') en M pueden representar el mismo subconjunto de M y
hasta coincidir ¢[N] y ¢'[N’] en su estructura suave. Esto motiva la definicién de subvariedades

equivalentes.

Definicién 2.4.7. Dos subvariedades (N1, $1) y (Na, ¢2) de M son equivalentes si existe un difeo-
morfismo ¢ : Ny — Ny tal que

N*>M

DN T%

Observacion 2.4.3. Si (N, ¢) es subvariedad de M entonces | N| hereda de N una tinica estructura
suave que convierte a la funcion (E : N — @[N], dada por a(p) = ¢(p), es un difeomorfismo. Si

i: @[N] = M es la inclusion entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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y de este modo toda subvariedad de M tiene un representante (A,i) con AC M ei: A— M la
funcion inclusion. Cabe la pena resaltar que en general la topologia de A serd distinta de la topologia

de subespacio.

Definicién 2.4.8 (Subvariedad regularmente inmersa). Una subvariedad (N, ¢) de M es una sub-
variedad regularmente inmersa si para cada funcion suave ¢ : P — M, con ¢[P] C ¢[N], existe una

dnica funcion suave QZ: P — N tal que

P M

S Tqb (2.8)
(BN
N

Observacion 2.4.4. Siguiendo la notacion de la deﬁnicio’n eziste una unica funcion 1Z indu-

cida por ¢ que hace conmutar el diagrama[2.8 puesto que ¢ es funcion inyectiva. Ezplicitamente,

En una subvariedad regularmente inmersa estd unica funcion que levanta a ¥, es suave.

2.5. Cubrientes y distribuciones

En esta seccion introducimos conceptos y resultados que serviran mas adelante en la demostracion

de los teoremas de Lie.

Definiciéon 2.5.1 (Espacio cubriente). Sea M wvariedad de clase C". Un espacio cubriente de M
de clase C" es un triplete (M,p, M) con M wvariedad de clase CT yp: M — M una funcion
suprayectiva de clase C” tal que para cualquier q € M eziste una vecindad conexa U de q tal que
para cada componente conexa U; de p~t[U], la restriccion p|y, : U; — U es un C"-difeomorfismo.
Ademds, diremos que p es una funcion cubriente de clase C". Un espacio cubriente de clase C™

es un espacio cubriente suave.

Ejemplo 2.5.1 (Cubriente de la circunferencia unitaria). Sea f : R — S! la funcidn suprayectiva
dada por f(t) = e'*. Entonces el triplete (R, f,S') es un espacio cubriente suave pues, siguiendo
la notacion del ejemplo si zo € S' entonces las componentes conezas de f~1[U,,] son {V} =
(arg(z0) — 27k, arg(zo0) + 27k) }kez Y flvi : Vi — U, es un difeomorfismo para todo k € Z

Teorema 2.5.1. Si M es variedad suave y (M,p, M) es espacio cubriente de clase C° entonces

existe una unica estructura diferenciable para M con la que p es suave.

Demostracion. Se puede leer como el teorema 1.86 de [Lee09). O
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Observacion 2.5.1 (Categoria de espacios cubrientes). Dada una variedad suave M, podemos
considerar la categoria Cub” (M) cuyos objetos son espacios cubrientes de M de clase C". Un
morfismo entre los espacios cubrientes (]\71,1?1, M)y (]\Afg,pg, Ms) de clase C™ es un par de funciones

(J?, f) de clase C" tal que el siguiente diagrama conmuta

My —1

al P

M17>M2

Definicién 2.5.2 (Espacio simplemente conexo). Un espacio topolégico X es simplemente conexo

St es conexro por caminos y

Ve e X (m(X,z) = {e})
donde m (X, ) denota al grupo fundamental de X con punto base x.

Teorema 2.5.2 (Cubriente universal). Si M es variedad suave coneza entonces existe un espacio
cubriente de M de clase C° que es simplemente conexo. Tal cubriente es tnico salvo isomorfismos

1y se conoce como el cubriente universal de M.

Demostracion. El resultado se puede leer como el corolario 10.41 en [Rot13|, el cual a su vez se sigue
del teorema 10.34 en el mismo libro. Lo méas destacado de la demostracion es que dado zg € M,
podemos decir que dos funciones f,g: I — M con I el intervalo unitario [0, 1] estan relacionadas si y
solosi f(0) = x9 = ¢(0), f(1) = g(1) y f, g son caminos homotdpicos. La relacion anterior resulta ser
de equivalencia y asi el cubriente universal de M resultara ser el conjunto de clases de equivalencia
M :={[f] | f : I — G} equipado con una topologia adecuada. La correspondiente funcion cubriente

serd p: M — M dada por p([f]) = f(1). O

El teorema de Frobenius sera de utilidad en la demostraciéon de los teoremas de Lie pero enunciarlo
requiere la presentacién de conceptos previos como el de foliacion y distribucién. La idea de una
distribucién k-dimensional es asociar a cada punto p de la variedad un subespacio D,, del espacio
tangente 7,M de dimensién k. El teorema de Frobenius da condiciones necesarias y suficientes
para que el problema de hallar una subvariedad N, descrita como la hoja de una foliaciéon F, que
satisfaga T, N = D,, con p € N tenga solucién. De cierto modo estamos generalizando la formulacién
geométrica de resolver ecuaciones diferenciales parciales, con las foliaciones siendo analogas a las

curvas caracteristicas.

Definicién 2.5.3 (Foliacion). Sea M wvariedad suave de dimension n. Una foliacion k-dimensional
F de M es una descomposicion {Ly}taca de M es subconjuntos disjuntos conezos por caminos

que satisfacen la siguiente propiedad: Dado p € M, existe una carta (U,¢) de M en p tal que las



CAPITULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL 53

componentes conexas de L, NU son los conjuntos

{peU:p(x) e RF x {ca}}

con ¢ € R™F constante fija. A las componentes conezas de Ly, las llamamos hojas de la foliacion
F, ala carta (U, @) descrita arriba se le llama carta foliada y las componentes conexas de U N L,

son las placas de L.

Ejemplo 2.5.2. Si ¢ : M — N es una sumersion entonces por el teorema del rango constante [2.4.3
se tiene que las componentes conezas de las fibras ¢~1[{q}], con ¢ € N, forman una foliacion de M

de codimension igual a la dimension de N.

Proposicion 2.5.1. Sea F foliacion k-dimensional de M. Cada hoja L € F es una subvariedad de

M regularmente inmersa de dimension k.
Demostracion. Se puede leer como la proposicion 9.1 en [Fer24]. O

Definicién 2.5.4 (Distribucion). Sea M wvariedad suave de dimension n y k € {1,..,n}. Una
distribucion k-dimensional de M es una funcion D : M — P(TM) tal que para cada p € M se tiene
que D(p) = D, es un subespacio de T,M de dimension k.

La distribucion D es suave si para cada p € M ezxisten una vecindad U de p y campos vectoriales

suaves {X;}¥_, C X(U) tales que
Vg e U (Dg = (Xilg, -, Xilq))

De aqui en adelante, cada que nos refiramos a una distribucion D, asumiremos que la distribucion

€8 suave.

Definicién 2.5.5 (Campo vectorial tangente a una distribucion). Sea D distribucion en M. Un

campo vectorial X € X(M) es tangente a D si
Vpe M (X, € D)

Denotamos por X(D) al conjunto de campos vectoriales tangentes a D.

Definicién 2.5.6 (Variedad integrable). Sea D distribucion en M. (N, ¢) es variedad integrable de
D si
Vp € N (T¢[T,N] = D)

Dado p € N, podemos decir que la subvariedad N integra a D en p.
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Observacion 2.5.2. Si F es foliacion en M entonces podemos construir una distribucion en M

como sigue: Dado p € M, definimos
D, :=T,L

con L € F la hoja a la que p pertenece. Denotamos a la distribucion inducida por F mediante T F

y escribiremos T, F en lugar de (TF)p.

Definicién 2.5.7 (Distribucion integrable). Sea D distribucion en M. D es integrable si existe una

foliacion F en M tal que
D=TF

Definicién 2.5.8 (Distribucion involutiva). Una distribucion D en M es involutiva si
VX,Y € X(D) ([X,Y] € X(D))

Teorema 2.5.3 (Teorema de Frobenius). Sea D distribucion. D es integrable si y sdélo si D es

involutiva. Ademds, en caso ser D integrable, la foliacion F que integra a D es inica.

Demostracion. Puede leerse como el teorema 13.1 de [Fer24]. O



Capitulo 3

Grupos y algebras de Lie

El presente capitulo sienta las bases para comprender los Teoremas de Lie, explorando las dos
estructuras algebraicas que estos vinculan: los grupos de Lie y las algebras de Lie. Partiremos de
la definicion de objeto grupo en una categoria, un concepto que presenta como manifestaciones
concretas tanto a los grupos topolégicos como a los grupos de Lie. Seguidamente, ilustraremos estos
objetos con ejemplos de grupos de Lie, haciendo una especial mencién a los grupos de Lie lineales.
El capitulo culminara con una exposicién de las dlgebras de Lie y la construccion del algebra de Lie

asociada a un grupo de Lie.

3.1. Grupos objeto

Si queremos trasladar la nocién de grupo a categorias nos encontramos con el problema de que
la coleccion de objetos puede ser demasiado grande como para definir al grupo. Siendo un poco
més formales, para definir un grupo se requiere de un conjunto, pero la coleccién de objetos de
una categoria puede ser una clase. Por ello, estudiaremos el caso en que ciertos morfismos de una

categoria tengan la estructura de grupo que conocemos.

Definicién 3.1.1 (Objeto grupo). Sea C una categoria con productos finitos y objeto terminal T.

Un objeto G € Ob(C) es un objeto grupo en C si existe un funtor K¢ : C? — Grp tal que
Kg=Ugppo Kg

Observacion 3.1.1. Desglosando la deﬁnicio’n el funtor K¢ envia cada objeto X € 0b(C) al
grupo (Home(X,G), mx,ix,ex) en donde mx : Hom¢(X,G) x Home(X,G) — Home(X,G) es
la multiplicacion del grupo correspondiente, ix : Home(X,G) — Home (X, G) es la funcion inverso
multiplicativo y ex : {x} = Home(X,G) es la funcion que asigna a * el neutro multiplicativo del

grupo. Ademds, si € Home(X,Y) entonces Ka(p) = p* : Ka(Y) — Kg(X) es un homomorfismo

55
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de grupos, lo que quiere decir que los siguientes diagramas conmutan

Home(Y,G) x Home(Y,G) —~ Home(Y,G)

u*w*l l“*

Home (X, G) x Home(X, G) —> Home(X, G)

Homx(Y,G) x Home(Y, Q) SN Home(Y,G)

#*l l”*

Home(X,G) — Home (X, G)

{x} == Home(Y,G)

| 2

¥} —= Home(X,G)

Ahora bien,

56

(3.3)

1. El diagmma nos dice que m = {mx }xcon(c) s una transformacion natural entre Ko x Kg

y Kg. Pero por corolario en el caso contravariante se tiene Kgxwag = Ko X Kg. Y por el
teorema se tiene Nat(Kgxa, Kg) =& Home(GxG, G). Porlo tanto Nat(KgxKg, Kg) &
Home (G x G,G) y a m le corresponde un dnico C-morfismo m : G x G — G. Siendo mas
explicitos, si a : KgxKg — Kgxa es el isomorfismo entre los funtores entonces el C-morfismo

m se puede escribir como m = (Mo @)axa(laxa)-

. Fl diagmma nos dice que i = {ix}xeon(c) es una transformacion natural entre Ko y Kg.
Por teorema se tiene que Nat(Ka, Ko) = Home(G,G) y por tanto le corresponde a i

un tinico C-morfismo i : G — G dado por i =ig(lg).

. Notando que se tiene un isomorfismo natural 8 : Kr = Ay,y, definido de la inica manera
posible. El diagmma nos dice que ¢ = {ex } xcon(c) s una transformacion natural de Ay,
a K¢. Luego por teorema se tiene Nat(Kr, Kg) = Nat(A.y, Kg) = Home (T, G) y asi,

a é le corresponde un inico C-morfismo e : T — G dado por (é o B)r(1r).

En resumen, hallamos tres C-morfismos m,i y e. Estos morfismos se conocen como morfismos de

estructura de G. Los morfismos de estructura dotan a G de lo que pareciera una estructura de grupo

gracias a las propiedades que heredan los morfismos de la estructura de grupo en los Home (X, G).

De aqui, podemos dar la siguiente caracterizacion de objetos grupo.

Teorema 3.1.1 (Caracterizacion de objetos grupo). Sea C categoria con productos finitos, objeto

terminal T y G € Ob(C). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es un objeto grupo.
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2. Existen los C-morfismos

m:GxG—=G
i:G—G

e:T — G

tales que los siguientes diagramas conmutan.

a)
Gx(GxG)ﬁ(GxG)xG%GxG

oxm| im

GxG G

b)
TxG 2 axg &2 gxT

G2 oy g L g x @
G

T

€

Demostracion. El resultado es discutido en la pagina 75 de [Mac9§|. O

Definicién 3.1.2 (Morfismo de objetos grupo). Sean G, P objetos grupo de C. Decimos que f €
Home(P,G) es un morfismo de objetos grupo si n) = {f, : Ka(X) — Kp(X)}XGOb(C) es una
transformacion natural tal que para cada X € Ob(C), f. : Home(X,G) — Home(X,P) es un

homomorfismo de grupos.

Y ya que la composiciéon de morfismos de grupos vuelve ser un morfismo de grupos entonces la
composicién vertical de morfismos de objetos grupo vuelve a ser transformacion de objetos grupo y

por tanto podemos definir a la categoria de objetos grupo como haremos a continuacion.

Definicién 3.1.3 (Categoria de objetos grupo). Definimos la categoria de objetos grupo en C como
aquella categoria cuyos objetos son los objetos grupo en C y cuyos morfismos son los homomorfismos

de objeto grupo. Denotamos a esta categoria mediante Grp(C).

Asi como caracterizamos a los objetos grupo mediante diagramas con reminiscencias a la defini-

cion de grupo, de la misma manera podemos caracterizar a los morfismos de objeto grupo.
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Teorema 3.1.2 (Caracterizacién de morfismos de objeto grupo). Sean G, P objetos grupo de C y

f € Home(G, P). f es un morfismo de grupos objeto si y solo si los siguientes diagramas conmutan

axaq L pxp a1, p T
ml l’n i lip €eG Y

Donde (m eq,ic) los morfismos de estructura de G que provee el teorema y (n,ip,ep) los

morfismos de estructura de P que nos da el mismo teorema.

Demostracion. Si f es morfismo de objetos grupo entonces para X € Ob(C) se tiene que (f.)x es

homomorfismo de grupos y entonces el siguiente diagrama conmuta

5
Koxa(X) == Ka(X) x Ko(X) Y22UIX ke (x) s Kp(X) == Kpyp(X)

\ l l /

(f+)x

Definiendo la transformacion natural u : Kgxe — Kpxp, dada por ux = fo((fu)x X (fu)x)oa

en la componente X € Ob(C), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

KGXG L> KP><P
moozl lﬁoa* (3-4)

Ko —— Kp

Evaluando [34] en la componente G x G en el morfismo 1¢ ¢ se sigue, por teorema [I.4.1] que

fom = (fiomoa)gxa(laxa) = (RoB  ou)axa(laxa) = (0B Maxao(f x f) = no(fx f) (3.5)

donde la ultima igualdad en [3.5] se debe al diagrama [3.I] De forma similar se demuestran los dia-
gramas conmutativos para el resto de morfismos de estructura.
Para la vuelta, basta aplicar los funtores covariantes Home (X, -), con X € Ob(C), alos diagramas

que conmutan junto a los correspondientes isomorfismos. O
El teorema [3.1.7] nos permite dar los siguientes ejemplos de objetos grupo.

Ejemplo 3.1.1 (Objetos grupo en Set). Si C = Set entonces un objeto grupo en C es un conjunto
junto a una operacion interna m que es asociativa, un neutro que es asignado Por e, € INVEersos
asignados por i. Por tanto, los objetos grupo en C son los grupos ordinarios. A su vez, un morfismo
en Grp(Set) viene a ser un homomorfismo de grupos por la caracterizacion en el teorema . En

resumen, Grp(Set) = Grp.
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Ejemplo 3.1.2 (Objetos grupo en Grp). Si C = Grp entonces un objeto grupo G en Grp es un

grupo (G,m,i,e) de tal forma que sus morfismos de estructura m,i y e son homomorfismos. Sean

1 1

x,y € G. Para que i sea homomorfismo debe suceder que i(zy) = y~to=! = 27 y=! = i(2)i(y), lo
que ocurre si y solo si G es abeliano. De igual modo, m es homomorfismo si m((x1,y1)(z2,y2)) =
m(z122, Y1Y2) = T1T2y1Y2 = T1Y1T2Y2, lo que ocurre si G es abeliano. Por lo que podemos concluir

que Grp(Grp) = Ab.

Ejemplo 3.1.3 (Grupos topologicos). Si C = Top entonces un objeto grupo en C consta de un
espacio topoldgico X con estructura de grupo, de tal forma que la multiplicacion m en X y la
funcion i que asigna inversos son funciones continuas (La funcion e que asigna el neutro es siempre
continua). A los objetos grupo de Top los llamamos grupos topoldgicos. Por la caracterizacion de los
morfismos de objetos grupo, un morfismo entre grupos topoldgicos es un homomorfismo de grupos

que también es una funcidn continua.

Ejemplo 3.1.4 (Grupos de Lie). SiC = Man entonces un objeto grupo en C consta de una variedad
suave M con estructura de grupo de tal forma que la multiplicacion m y la inversion i son suaves.
A los objetos grupo de Man los llamamos grupos de Lie. Un morfismo entre grupos de Lie es un

homomorfismo de grupos que también es una funcion suave.
Proposicion 3.1.1. La categoria Grp(C) tiene objeto cero y es el objeto terminal T.

Demostracion. Notese que el objeto terminal T de C es un objeto grupo porque dado X € Ob(C), el
conjunto Home (X, T) admite una tnica estructura de grupo que lo vuelve isomorfo al grupo trivial
{0}. Ahora, si P € Ob(Grp(C)) entonces el unico morfismo f : P — T es morfismo de objetos
grupo pues {f. : Kp(X) — Kr(X)}xcos(c) es transformacién natural ya que dado un morfismo

g: X =Y, el siguiente diagrama conmuta

Kp(Y) —— Kr(Y)

Concluimos que f es el inico morfismo de objetos grupo de P a T', y por tanto T es el objeto
terminal de Grp(C).

Ahora, para ver que T es el objeto inicial, observamos que si X € Ob(C) entonces el tnico mor-
fismo de grupos hx de Kr(X) a Kp(X) es aquel que manda a la identidad de K (X) a la identidad
de Kp(X). Luego, la coleccion A = {fp : K7(X) — Kp(X)}xcownc) forma una transformacion
natural de K a Kp y por el corolario existe entonces un tnico morfismo f : T — P tal que
n¥) = A y por lo tanto f es el anico morfismo de objetos grupo de T a P, mostrando que T también

es objeto inicial en Grp(C) y por lo tanto es objeto cero de la categoria. O
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Proposicion 3.1.2. Si C admite limites entonces Grp(C) admite limites.

Demostracion. Sea F : I — C funtor con F(i) = G; un grupo objeto. Sea (L,{m; : L — G;})icr
el limite de F' en C. Como Grp es categoria completa, existe IZIEIIII Hom¢(X,G;) como grupo y es
isomorfo, por la proposicion al grupo Home (X, L). Por tanto, L es objeto grupo y es el limite
de (G;)icr en Grp(C). O

3.2. Grupos topologicos

En esta seccién abordaremos resultados clasicos de los grupos topologicos. Estos resultados serén
de utilidad ya que todo grupo de Lie resulta ser un grupo topolégico. El lector interesado en grupos

topologicos puede consultar [Str06].

Proposicion 3.2.1. (G, m,i,e) es grupo topoldgico si y solo si la funcidn F : G X G — G dada por

1

F(z,y) =ay~"' es continua.

Demostracion. Si G es grupo topolégico entonces F' = m o (m x (i o mg)) es continua. Y si F es

continua entonces i = F o (e X 1¢) es continua y por lo tanto m = F o (7 X (iomy)) es continua. [

Definicién 3.2.1 (Espacio homogéneo). El espacio topoldgico X es homogéneo si para cualesquiera

x,y € X existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(x) =y.
Proposicion 3.2.2. Sea G grupo topoldgico y g € G. Las traslaciones Rg: G - G y Ly : G = G

dadas por

Ry(z) =zg

Ly(z) = g

son homeomorfismos

Demostracion. Como podemos escribir Ry, = mo (lg x g) y Ly = mo (g X 1¢) entonces el resultado
se sigue de que la multiplicaciéon m del grupo, la identidad de G y la funcién constante g son

continuas. O
Corolario 3.2.1. Todo grupo topoligico G es un espacio homogéneo.

Demostracion. Sean x,y € G. Por la proposicién la funcién R,-1, es un homeomorfismo que

ademas cumple que R,-1,(z) = y. O

Corolario 3.2.2. Sea G grupo topoldgico, g € G y B una base de vecindades de la identidad e.
Entonces {Ry4[B] : B € B} en una base de vecindades de g.
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Demostracion. Si U es vecindad de g entonces R, '[U] = Ry-1[U] es vecindad de e y existe B € B

g9
tal que B C R, '[U] y por lo tanto Ry[B] C U. O

Corolario 3.2.3. Sean G y G’ grupos topoldgicos. Si un homomorfismo de grupos f : G — G’ es

continua en un punto g € G entonces f es un morfismo de grupos topoligicos.

Demostracion. Sea h € G. Como f es continua en g entonces existe U vecindad de g y V' vecindad
de f(g) tales que f[U] C V. Como las traslaciones son homeomorfismos se tiene que R,-1,[U] es

vecindad de y tal que

fIRg=1p[U]] = Rg=1[f[U]] € Ry-11[V] (3.6)
donde la primera igualdad en se sigue de que f es homomorfismo de grupos. O

Proposicion 3.2.3. Si H es subgrupo del grupo topoldgico (G,m,i,e) entonces H es un grupo

topoldgico con la topologia de subespacio.

Demostracion. Si U es abierto en H. Entonces m|;' [U] = (H x H) N m~![U] es abierto en H x H

y por tanto m|y es continua. De igual modo se demuestra que i|y es continua. O
Proposicion 3.2.4. Si H es subgrupo abierto del grupo topolégico G entonces H es cerrado.

Demostracion. Sea y € G\ H. Entonces la clase lateral yH = {yh € G : h € Y} = L,[H] es un
conjunto abierto tal que y € yH C G\ H porque ye = y € yH y si sucediera que yh = h’ para
ciertos h,h' € H entonces se tendria y € 'h=! € HN (G \ H), lo cual es una contradicciéon. Por

tanto G \ H es abierto y asi, H es cerrado. O

Proposiciéon 3.2.5. Si G es grupo topoldgico entonces la componente conexa de la identidad G° es

subgrupo normal de G.

Demostracion. Como la funcién que asigna el inverso i es continua, ee = e y G° es conexo entonces
i[G°] es vecindad conexa de e y por tanto i[G°] C G. Por otro lado, ya que el producto de espacios
conexos sigue siendo conexo, se tiene de manera similar m[G° x G°] C G° x G°. De este modo las
operaciones de grupo son cerradas en el subconjunto y G° constituye un subgrupo de G.

Dado que la conjugacion en el grupo 7, : G — G dada por n,(h) = ghg™! con g € G, es lo mismo
que 7y = Lg o R,—1 entonces 7, es un morfismo de grupos topoldgicos y por continuidad junto al
hecho de que e € ng[GP] se tiene que n,[GY] C GO para toda g € G. Por tanto, G° es subgrupo
normal de G. O

Proposicion 3.2.6. Si los morfismos de grupos topoldgicos f1, fo : G — H coinciden en un abierto

U no vacio y G es conezxo entonces f1 = fo
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Demostracion. Si u € U entonces

e= filuu™) = fi(u) fru! = fo(u)fo(u™) = fo(uu™!) = e

y cancelando se tiene fi(u=1) = fo(u™!) y asi fi y fo también coinciden en i[U] con i la funcién
inversion del grupo. Y es maés, los morfismos coinciden en la vecindad Uy = U - i[U] de la identidad

del grupo e pues si u € U y v € i[U] entonces

fi(uwo) = fi(u) f1(v) = fa(u) f2(v) = f2(uv)

Ahora mostraremos que el subgrupo no vacio A = {g € G : f1(g) = f2(g)} es abierto: Dado
g € A se tiene que gUj es vecindad de g contenida en A. Por la proposicion [3.2.4] A es también

cerrado. Por conexidad debe suceder que A = G. O

Proposicién 3.2.7. Sea G grupo topoldgico conexo y U vecindad de la identidad e de G. Entonces

¢=Jur

neN

Demostracion. Definamos la vecindad V := UNU~! de e y al subconjunto H := |J C G. Notemos
que V=V"1 e

H es subgrupo de G pues si g,h € H con g = g1...gp, € V™ y h = hy...hy,, € V™ entonces
gh™' =gi..gnht bt e Vit C H.

H es abierto porque si g € H entonces se tiene que pertenece a la vecindad g € gV C gH. Se
sigue por la proposicién que H es cerrado.

Como H C G es no vacio (e € H) y es tanto abierto como cerrado con G conexo entonces H = G.

Dado que H C |J U™ C G entonces concluimos la igualdad deseada. O
neN

3.3. Grupos de Lie

3.3.1. Primeros ejemplos

Definicién 3.3.1 (Subgrupo de Lie). Sea G grupo de Lie. Una subvariedad (H,¢) de G es un
subgrupo de Lie de G si H es grupo de Lie y ¢ es un morfismo de grupos de Lie.

Observacion 3.3.1. Si (H,i) es subvariedad del grupo de Lie G con H C G subgrupo entonces,

dado que la inclusion es morfismo de grupos de Lie, la subvariedad H es subgrupo de Lie de G.

Proposicion 3.3.1. Un grupo G es grupo de Lie si y solo si la funcion F': G x G — G dada por

F(x,y) = 2y~ es suave.
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Demostracion. La demostracién es similar a la proposicién |3.2.1 O

Definiciéon 3.3.2 (Accion suave). Sea G grupo de Lie, X variedad suave y o : G — Dif f(X) un

homomorfismo de grupos. a es accion suave si la funcion ¢, : G X X — X dada por

€s suave.

Proposicién 3.3.2. Sea G grupo de Lie y g € G. Las traslaciones Ry, y Ly son difeomorfismos.
Ademds, la funcion R : G — Dif f(G), dada por R(g) = Ry, y la funcion L : G — Dif f(G), dada

por L(g) = Ly, son acciones suaves de G en G.

Demostracion. La demostracion de la primera parte es parecida a la de la proposicion Lo
segundo es cierto ya que si g, h, k € G entonces Ly (k) = (gh)k = g(hk)) = Lyo Ly (k) y similarmente
con R. O

Ejemplo 3.3.1 (La circunferencia unitaria y el toro como grupos de Lie). Recordando que el circulo
unitario S' es subgrupo de C, notando que la funcion F(x,y) = zy~' es suave en C x (C\ {0}) y
retomando el ejemplo tenemos por la proposicio’n que S es un grupo de Lie. Ademds, como
Man tiene productos finitos por la proposicio’n entonces Grp(Mamn) también tiene productos
finitos por la proposicion[3.1.3, y el producto coincide con el producto en Man con la estructura de
producto directo de grupos. Es decir, el toro T?> = S' xS! con el producto coordenada a coordenada es
también un grupo de Lie. Podemos interpretar geométricamente a la multiplicacion en S*: Multiplicar
dos puntos v y w en la circunferencia unitaria con argumentos o y 3, respectivamente, resulta en
un tercer punto v - w con argumento o + [ (Véase la figura . Por tanto, podemos pensar al
toro S* x S' como una circunferencia ‘esqueleto’ C' que en cada punto x posee una circunferencia
‘auziliar’ Cy,. De este modo, multiplicar dos puntos en T? nos da un tercer punto que se obtiene

de movernos, tanto en C' como en las circunferencias auxiliares, como se haria en S' (Véanse las

figuras Y .

Ejemplo 3.3.2 (Grupo general lineal). Si M,,«,(R) denota al conjunto de matrices de n X n con

entradas en los reales entonces el grupo general lineal es el conjunto
GL(n,R) :={A € M,x,(R) : det(A) # 0}

que junto a la multiplicacion de matrices lo dota de estructura de grupo. El grupo general lineal es

una variedad diferenciable determinada por la carta global x : GL(n,R) — R" dada por

1’(14) = (allv Q12 -+ Q1n, 421, -y Ap(n—1), ann)
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(a) Se realizan dos productos en S! (b) Vistazo final del producto

Figura 3.2: Producto en T?

donde a;; es la entrada (i,j) de A (Es decir, la entrada en la i-ésima fila y en la j-ésima columna
de la matriz A). Las operaciones de grupo de GL(n,R) son suaves pues dados A, B € GL(n,R), la
entrada (i,7) de AB es

Z i brj (3.7)
k=1

iy 2 2 2 . , .
y como funcion de R? xR™ = R?"" a R es suave pues es un polinomio. Mientras que la entrada

(i,7) de A=t es detl(A) Ajj con Aj; el cofactor de A que se calcula como el determinante de la matriz

de (n—1) x (n—1) que se obtiene de eliminar el renglon i-ésimo y la columna j-ésima de A. Ya que
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el determinante tiene una forma polinomiaﬂ

n
det(A) = Z Haia(i) (3.8)
o€S,, i=1

,y no se anula en GL(n,R), entonces la restriccion i|grm,r) es suave. Concluimos que GL(n,R) es
un grupo de Lie.

Si V' es R-espacio vectorial de dimensién n entonces podemos identificar al grupo GL(V) de
automorfismos lineales de V con GL(n,R) y hereda la estructura de grupo de Lie.

En caso de que V' sea C-espacio vectorial podemos hacer la identificacion de GL(V) con GL(n,C) :=
{A € My, xn(C) : det(A) # 0} que a su vez se identifica con R2"" ya que C es un R-espacio vectorial
de dimension 2 y por el ejemplo es que puede considerarse una variedad donde identificamos
mediante una carta global al complejo x + iy con el elemento (z,y) € R2.

A los subgrupos de Lie ya sea de GL(n,R), GL(n,C) o GL(V) se les conoce como los grupos de

Lie lineales.

3.3.2. Representaciones lineales y tensores

La siguiente subseccion esté basada en [Gor+13].

Observacion 3.3.2. Recordemos que si o : G — Sx es una accion del grupo G en el conjunto X y

x € X entonces el estabilizador de « es el subgrupo de G dado por
Gy, ={9€G:alg)xr =1}
También recordemos que si x € X entonces se induce una funcion o, : G — X dada por

az(g) = a(g)xz. En el caso de que o sea accion suave se tiene que la funcion «, es suave.

Teorema 3.3.1. Sea o una accion suave del grupo de Lie G en la variedad suave X. Si x € X
entonces la funcion o, : G — X, dada por a,(g9) = (a(g))(x), tiene rango constante k. Ademds, el

estabilizador de la accion G, es un subgrupo de Lie de codimension k en G y se tiene la igualdad
T.(G:) = Ker(Teay)

Demostracion. Se sigue del siguiente diagrama conmutativo para cualquier g € G

G 25 X
Ly a(g)

G -2, X

1Con Sy nos referimos a las biyecciones de {i}7_; en {i}1 ;
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que la funcién o, tiene rango constante, digamos que tiene rango k. Por el teorema se tiene
que o '[{z}] = {9 € G : a.(9) = a(g)r = v} = G, C G es subvariedad y por tanto es subgrupo de

Lie con el espacio tangente del enunciado. O

El teorema [3.3.1] nos permite demostrar con facilidad que un subgrupo H de G es subgrupo de

Lie: Basta hallar una accién suave en G cuyo estabilizador sea H.

Definicién 3.3.3 (Representacion lineal). Una representacion lineal del grupo de Lie G en el espacio

vectorial V' es un morfismo de grupos de Lie
¢:G— GL(V)

Observacion 3.3.3. Dada una representacion lineal ¢ : G — GL(V'), podemos considerar la accion

suave py : G x V. =V dada por
Po(9:v) = d(g)v

Ejemplo 3.3.3. La identidad del grupo de Lie GL(V) nos da una representacion lineal de GL(V)
enV como sigue: Id : GL(V) — GL(V), con Id(A) = A.

Ejemplo 3.3.4 (Operaciones entre representaciones lineales). Sean R : G — GL(V) y S : G —
GL(U) representaciones lineales del grupo de Lie G. Podemos construir nuevas representaciones
lineales de G a partir de estas dos.
La suma de las representaciones R y S es una representacion lineal R+ S : G — GL(V @ U) de
G enV @& U dada por
(B +5)(9)(v+u) = R(g)v+ S(g)u

El producto de las representaciones R y S es una representacion lineal RS de G en V @ U dada
por

(RS)(9)(v @ u) = R(g)v @ S(g)u

La representacion dual de la representacion R es una representacion lineal R* de G en V* dada

por

(R*(9)f)(v) = f(R(g)""v)

Ejemplo 3.3.5. Sea V espacio vectorial de dimension finita. Dados n,k € Ny, la identidad Id
de GL(V) induce una representacion lineal Ty, : GL(V) — GL(T*Y(V)) de GL(V) en el espacio
THYV) := TFV @ T'V* de tensores de tipo (k,1), la cual estd dada por

Ty, = Id"(1d*)

Antes de continuar con los ejemplos, recordaremos algunas propiedades del producto tensorial.
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El lector interesado en los detalles de las definiciones y pruebas puede consultar el capitulo 10 de

[Zal19).

Observacién 3.3.4. Sean {V,W} U {V;}_| K-espacios vectoriales. Por Homy (V,W) nos referi-
remos al conjunto de transformaciones K-lineales de V en W.

Mientras que con
k

Multg (][ Vi, V)

i=1

k
nos referiremos al conjunto de transformaciones k-multilineales de [[ V; a V.
i=1
A funciones k-multilineales de V¥ en K se les conoce como formas k-lineales en V.

Definiciéon 3.3.4 (Tensor de tipo (r,s)). Sea V K-espacio vectorial de dimension finita. Un ele-

mento de T"* 1= (®;_,V) ® (®5_,V;V*) se conoce como un tensor de tipo (r,s).

Teorema 3.3.2. Sean {W}U{V;}r_, K-espacios vectoriales. Entonces se tiene el siguiente isomor-

fismo lineal
k k

Mult ([ [ Vi, W) = Hom () Vi, W)

=1 i=1

Demostracion. Tomando j € {1,...,k}, elegimos {egj)}glil base de V; con V; K-espacio vectorial

k k
de dimensiéon d;. Sabemos que { &) egf)}(il,---,ik)E{l,---,dl}X---X{l,---,dk} es base de @ V;. A g €
n=1 j=1

k
MultK(]_[f:1 Vi, V) le asociamos la transformacion lineal g : @Q V; — W dada en la base por
j=1

1 k
a(Rel™) = glef?, ... el
n=1

Cabe destacar que g es la unica transformacion lineal que hace conmutar el siguiente diagrama

(Propiedad universal del producto tensorial)

O

Teorema 3.3.3. Sean {V;}%_, K-espacios vectoriales de dimension finita. Entonces se tiene el

siguiente isomorfismo lineal
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k k k
Demostracion. A Q@ f; € @ V;* asociamos la funcional lineal f: Q V; — K dada por

i=1 =1 =1

k k
f(® v;) = Hfz‘(vz‘)
O

Corolario 3.3.1. Sean {V;}_, K-espacios vectoriales. Entonces se tiene el siguiente isomorfismo

lineal
k k k

Multg ([ Vi, K) =

i=1 =1 i=1

2
&
=
Il
X
5

k k k
Demostracion. A @ f; € @ V;* asociamos la funcion k-multilineal f: [] V; — K dada por
i=1 i=1 i=1

O

Ejemplo 3.3.6 (Formas I-lineales). Por el corolario |3.3.1, todo tensor de tipo (0,1) puede verse
como una l-forma f en V. GL(V) actia en T™' mediante la funcién ¢r,, : GL(V) x T% — T

dada por
(d)TO,l(Aa f))(vh "'7Ul) = f(A71U17 ---,Ailvl)

En este caso el estabilizador de la accion es
GL(V); ={A € GL(V) :Yv1, ...,y €V (f(v1,.er,v1) = F(A 01,0, A7)}
es decir, es el conjunto de transformaciones lineales que preservan la l-forma f
Aut(V, f) = GL(V); ={A € GL(V) : VY1, ..., € V (f(v1,...,v) = f(Av1, ..., Avy))} (3.9)
Por el teorema|3.3.1), el subconjunto conforma un grupo de Lie lineal.

3.3.3. Grupos de Lie lineales

En esta seccion, veremos manifestaciones concretas del grupo de Lie lineal 3.9 para asi recuperar
a los grupos clasicos de Lie. Antes de entrar en detalles, presentamos al grupo especial lineal y

recordamos conceptos sobre tensores de tipo (0,2) (Formas bilineales).
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Ejemplo 3.3.7 (Grupo especial lineal). El conjunto
SL(n,R) :={A € My,«n(R) : det(A) = 1}

es un subgrupo de GL(n,R) conocido como el grupo especial lineal. Como la funcion det : M, x,(R) —
R es una sumersion en R\ {0} entonces 1 es valor regular de det y asi, por el teorema [2.4.3,
det=1[{1}] = SL(n,R) es grupo de Lie lineal.
Si 'V es R-espacio vectorial de dimension finita n entonces identificamos a SL(V') con SL(n,R).
De forma similar, podemos definir al subgrupo de Lie SL(n,C) := {A € My, (C) : det(A) =1}
de GL(n,C).

Observacion 3.3.5 (Teorema de Cartan). De forma alterna, para demostrar que SL(n,R) es grupo
de Lie puede utilizarse el teorema de Cartan que dice que: Dado G grupo de Lie y H subgrupo de
G, H es subgrupo de Lie si y solo si H es cerrado. Y claramente el conjunto SL(n,R) = det~'[{1}]

es cerrado. Se puede leer la demostracion del teorema de Cartan como el teorema 5.81 en [Lee09].

Definicién 3.3.5 (Forma bilineal no degenerada). Sea V' K-espacio vectorial . Una forma bilineal
B:V xV = K es no degenerada si las funciones Br,Br : V. — V*, dadas por Br(v) = B(v,-) y

Br(v) = B(-,v), son isomorfismos.

Observacion 3.3.6. En general, si G es grupo de Lie lineal entonces 1 es valor regular de det|q :
G — R y det|;'[{1}] es también grupo de Lie lineal.
En caso de que f sea forma l-lineal, escribiremos SAut(V, f) en lugar de det=*[{1}]

Definicién 3.3.6 (Producto escalar). Sea V R-espacio vectorial. Un producto escalar real en V es

una forma bilineal B :V XV — R que es simétrica y no degenerada.

Definicién 3.3.7 (Forma sesquilineal). Sea V' C-espacio vectorial. Una forma sesquilineal en V es

una funcion B:V x V — C que es R-bilineal y ademds satisface lo siguiente
VaeCVu,weV ((Blav,w) = af(v,w)) A (B(v, aw) = aB(v,w))

Definicién 3.3.8 (Forma hermitiana). Sea S una forma sesquilineal en el C-espacio vectorial V. 8

es una forma hermitiana si

Vo, w € V(B(v,w) = B(w,v))
Si ademds B es no degenerada entonces decimos que B es un producto escalar hermitiano.

Definicién 3.3.9 (Producto interno). Sea 8 wun producto escalar (real o hermitiano). B8 es un

producto interno si es positivo definido, lo que significa que

Vv € V(B(v,v) > 0A (B(v,v) =0—v=0))
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Observacion 3.3.7. Si 8 es una forma bilineal sobre el K-espacio vectorial V de dimension n con
base {v;}1'_, entonces tenemos una matriz asociada a 5 dada por B = (8(v;,v;))i ;. Siv,w € V y [v]
representa al vector de coordenadas en F™ de v con respecto a la base {v;}7_, entonces si conocemos

la matriz B podemos calcular 5 en (v,w) de la siguiente manera
Bv,w) = [v]' Blw]
Por tanto, si A es una matriz en GL(n, K) entonces
B(Av, Aw) = [v]' A' BA[w]

y asi, A respeta la forma bilineal B si y sélo si B = A'BA.

Ejemplo 3.3.8 (Grupo semiortogonal, ortogonal y ortogonal especial). Sea V' R-espacio vectorial.
Si B es un producto interno en V entonces Aut(V, ) se denota por O(V, ) y nos referiremos al
mismo como el grupo semiortogonal asociado a (3.

Por el teorema de Sylvester junto a Gram-Schmidt (Puede consultar los teoremas 9.14 y 9.21 de
|Zal19]) eziste una base B de V' donde la matriz asociada a B es la matriz diagonal 1, , que consta
de p unos en la diagonal y g := n — p menos unos en la diagonal. Con dicha base B e identificando
aV con R", B estd dada por )

n
(z,y) = Zﬂfzyz - Z TiYi
i=1 i=p+1

De este modo, O(V,8) puede denotarse O(p,q) y va a constar de las matrices Q en GL(n,R)
tales que Q'np oQ = np.q. O dicho de otro modo, podemos identificar a O(V, 3) con el llamado grupo

de matrices semiortogonales

O(p,q) :={Q € GL(n,R) : Vo,y € R"((Qz,Qy) = (z,9))}

En caso de que B sea un producto interno se tiene ¢ = 0 y llamamos a O(V, 3) el grupo ortogonal
real. Denotaremos a O(n,0) por O(n,R) y lo llamamos el grupo de matrices ortogonales reales.
Ademds, a SAut(V, ) lo denotamos por SO(V, ) y lo llamaremos el grupo especial ortogonal. El
grupo especial ortogonal de matrices es SO(n,R) := O(n,R) N SL(n,R).

Ejemplo 3.3.9 (Grupo semiunitario, unitario y unitario especial). Sea V' un C-espacio vectorial y
B una forma hermitiana en V. En este caso denotamos a Aut(V, 8) por U(V, ) y nos referiremos al

mismo como el grupo semiunitario asociado a 3. Bajo el mismo argumento del ejemplo[3.3.8, existe
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una base donde B se puede identificar con la forma hermitiana

p n
(@)= agi— Y iy
i=1

i=p+1

Definimos el grupo de matrices semiunitarias
U(p,q) :={A € GL(n,C) : Va,y € C" ({(Ax, Ay) = (x,y))}

En el caso de que B sea un producto interno se tiene ¢ = 0 y denotaremos a U(p,0) por U(n).
Llamaremos a U(n) el grupo de matrices unitarias. Nétese que en particular U(1) = St
Si B es producto interno entonces nos referiremos a SAut(V, 3) por SU(V, 3) y lo llamaremos el

grupo especial unitario. El grupo especial unitario en matrices es SU(n) := U(n) N SL(n,C).

Ejemplo 3.3.10 (Grupo simpléctico). Sea 8 es una forma C-lineal no degenerada anti-simétrica
en V C-espacio vectorial de dimension 2n. A Aut(V, ) lo llamamos el grupo simpléctico complejo.

Es posible demostrar que existe una base donde 8 se ve de la forma candnica

n n
(z,y) = E ViWn+i — E Un45Wj
i=1 j=1

De modo que el grupo simpléctico de matrices es
Sp(2n, C) := {A € Manx2a(C) : Var,y € C*"((Az, Ay) = (,))}
Si B fuera R-bilineal antisiméirica y no degenerada en V R-espacio vectorial de dimension 2n
entonces de manera similar definimos los grupos de Lie Sp(V,R) y Sp(2n,R).

Hasta aqui hemos terminado con los grupos de Lie clasicos.

Definicién 3.3.10 (K-algebra). Un K-espacio vectorial A junto a una funcidn bilineal - : A x A —

A, conocida como el producto en A, es una K-dlgebra.

Observacion 3.3.8. Si A es K-dlgebra con producto - entonces denotaremos por a-b a -(a,b).
Definicién 3.3.11 (Morfismo de K-algebras). Sean A y B K-dlgebras con productos -4 y -p res-
pectivamente. Una transformacion lineal T : A — B es un morfismo de K-dlgebras si

Va,be A(T(a-4b) =T(A) -, T(B))

En caso de que A = B y T sea isomorfismo lineal, diremos que T es un automorfismo del

K -dlgebra A.
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Ejemplo 3.3.11 (Automorfismo de una K-algebra). Por los isomorfismos para funciones multili-

neales y tensores obtenemos
Bil(Ax A, A) =2 Homg(A® A,A) = (A A)*@ A=T2A

De este modo, el producto en una K-dlgebra es un tensor de tipo (1,2).
Las transformaciones lineales invertibles que preservan el tensor forman un grupo de Lie. Por

tanto, el conjunto de automorfismos Aut(A) del K-dlgebra finita A constituyen un grupo de Lie.

3.4. Algebras de Lie

3.4.1. Algebra de Lie asociada a un grupo de Lie

Comenzamos hablando de la definicién general de algebra de Lie para luego particularizar al
caso del algebra de Lie asociado a un grupo de Lie, el cual puede ser identificado por medio de sus

campos vectoriales izquierdo invariantes.

Definiciéon 3.4.1 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie [real] consta de un R-espacio vectorial V
junto a una funcion bilineal [-,-] : V x V. — V antisimétrica (A veces conocido como el corchete de
Lie) tal que

Va,y,z € V(e [y, 2] + [v: [2,2]] + [, [2,9]] = 0) (3.10)

A 310 se le llama la identidad de Jacobi.

Definicién 3.4.2 (Morfismo de algebras de Lie). Si V y W son dos dlgebras de Lie entonces una

transformacion lineal f : V — W es un morfismo de dlgebras de Lie si

Vo,y € V(f([z,y]) = [f(2), f(v)])

Y si ademds [ es un isomorfismo lineal entonces se dice que f es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Definiciéon 3.4.3. Sea (V,[-,-]v) es dlgebra de Lie y W subespacio vectorial de V. W es subdlgebra
de Lie de V si (W, [-,-]lv|iwxw) es dlgebra de Lie.

Ejemplo 3.4.1. Toda dlgebra de Lie es una R-dlgebra con producto |-,-]. Por el ejemplo|3.3.11), el
conjunto de automorfismos Aut(V') del dlgebra de Lie de dimension finita V' forman un grupo de

Lie.

Observacion 3.4.1 (Categoria de algebras de Lie). La composicion de morfismos de dlgebras de
Lie vuelve a ser morfismo de dlgebras de Lie, y la funcion identidad del dlgebra de Lie también es

morfismo. Esto nos permite hablar de la categoria LieAlg cuyos objetos son dlgebras de Lie y cuyos
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objetos som morfismos de dlgebras de Lie. Ademds, a la subcategoria de LieAlg que consta de las

dlgebras de Lie de dimension finita la denotamos por LieAlgf

Proposicion 3.4.1. Si M es variedad entonces X(M) junto al conmutador de campos vectoriales

tiene estructura de dlgebra de Lie real.

Demostracion. Se dota a X(M) de estructura de R-espacio vectorial definiendo la suma y el producto
escalar como usualmente se hace para funciones real valuadas. Esto es, si f € C>*°(M), X,Y € X(M)

vy A € R entonces

(X +Y)(f) = X(f) +Y(f)

(AX)(f) == AX(f)

Ademés si tomamos f € C®°(M), X,Y,Z € XL(M) y A e R:

1. Es antisimétrico (O anticonmutativo) ya que
(X Y)(f) =X(YS) -Y(Xf)=-(V(X[) - X(Y[)) =-[V,X]
2. Es bilineal. Basta demostrarlo en una entrada por la antisimétria.

X +Y,Z](f) ANX+Y)Zf)-Z(A X +Y)f)

AX(Zf)+Y(Zf) = Z(NX])) = Z(Y f)

MX, Z]+ Y, Z]

3. Satisface la identidad de Jacobi pues

(XY, Z1(f) = X(Y(2)) = X(Z2(Y [)) = Y(2(X[)) + Z(Y (X [))

Y 12, X1(f) = Y (2(X)f) = Y(X(2])) - Z(X (Y ])) + X(Z2(Y [))

12, X YN(f) = 2(X(YV)f) = 2(Y(X[)) = X(Y(Z]) + Y (X(Z]))

Y haciendo la suma se obtiene que [X,[Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
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Definicién 3.4.4. Sea G grupo de Lie. Un campo vectorial X € X(G) es izquierdo invariante si
Vge G(X ~p, X)

En otras palabras, X es izquierdo invariante si para toda g € G el siguiente diagrama conmuta

Al conjunto de campos izquierdo invariantes de G se le denota por XX (G).

Lema 3.4.1. Sea G grupo de Lie. Un campo X € X(G) es izquierdo invariante si y solo si
Vg e GVf e C®(G) (X(foLy)=(Xf)oLy)
Demostracion. Sean g,h € Gy f € C*°(M). Por un lado

(X(foLg))(h) = Xn(f o Lg) = (TnLg(Xn))(f) (3.11)
Mientras que por otro lado
(XfoLg)(h) =Xgn(f) (3.12)

Y los términos y son iguales si y solo si Xgp, = TpLg(X3). O
Proposicién 3.4.2. Sea G grupo de Lie. Si X,Y € XL(G) entonces [X,Y] € XL(G).

Demostracion. Sea f € C*(G) y g € G. Por definicion m

(X, Y](foLy) = X(Y(folLy))—Y(X(foLy)) (3.13)
= X((Yf)oLy) —Y((Xf)oLy) (3.14)
= (X(Yf))oLy— (Y(X[)) oL, (3.15)
= ([X,Y]f)oL, (3.16)

donde las igualdades y se deben al lema Por la igualdad y el lema se
concluye que [X,Y] € XL(G) O

Corolario 3.4.1. Sea G grupo de Lie. El conjunto de campos izquierdos invariantes X(G) es

subdlgebra de Lie de X(G).

Demostracion. La proposiciéon nos dice que el conmutador [-,-] es cerrado en el subespacio

lineal XL(M) de X(M). Concluimos que XL (M) es dlgebra de Lie. O
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Proposicion 3.4.3. Sea G grupo de Lie. Eziste un isomorfismo de R-espacios vectoriales
T.G = x5(G)

Demostracion. Definimos la funciéon F : T,G — X(G) dada por F(v) = LY donde L%(g) =
(TeLgy)(v). Primero veamos que F' est4 bien definida: Si v € T.G, g,h € Gy f € C*°(G) entonces

(ThLg(Li))(f) = Li(f o Lg) = (TeLn(v))(f o Lg) = v(f o Ly o Ln) = (TeLgn(v))(f) = Lgn(f)

y por la definicién LV es izquierdo invariante y la funcién F' esta bien definida.

Para ver que F es isomorfismo lineal definimos a la funcién G : X1(G) — T.G dada por G(X) =
Xe. G es lineal pues si A € R entonces G(AX +Y) =AX.+Y. = AG(X)+ G(Y). Y G es inversa de
F ya que

G(F()(f) = GL°)(f) = L(f) = (TeLe(0))(f) = v(f © Le) = v(f)

Es decir, G(F(v)) = v. Por lo tanto, concluimos que F' es isomorfismo lineal. O

Corolario 3.4.2. Si G es grupo de Lie de dimension n visto como variedad diferenciable entonces

el dlgebra de Lie X¥(G) es de dimension n visto como R-espacio vectorial.

Demostracion. Por la proposicién se tiene el isomorfismo lineal X*(M) = T.G y por lo tanto
los espacios tienen la misma dimensién. Y la dimensién de T.G, como vimos en la proposicion [2.2.6]

es igual a la dimensién de G. O
Destaca el hecho de que los campos izquierdo invariantes sean completos.

Lema 3.4.2. Sea el campo vectorial X € X(M) y~v: I — M curva integral de M en p. Entonces
para a € R, la curva 7 : I —a — M dada por ¥(t) = v(t + a) es curva integral de M.

Demostracion. Sea f € C*°(M) y to € I. Entonces

B d - d )
F(to)f = ahito(f 0y) = @\to (foy)(to+a)=(for)(to+a)=F(to+a)f = Xyuota)f = X500)f
Por lo tanto, 4 es curva integral de M. O

Lema 3.4.3. Sea el campo vectorial X € X(M). Si existe € > 0 tal que para todo p € M y curva
integral mazimal 7, : I, — M de M que inicia en p se tiene que (—e,¢) C I, , entonces X es

completo.

Demostracion. Supongamos que existe p € M tal que el dominio de la curva integral maximal

Yp : I — M por p tiene dominio acotado.
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En el caso de que I, este acotado por arriba consideramos a = sup(l,) y to > 0 tal que
a—¢€ < ty < a. Tomando g = ~,(ty), entonces por hipétesis se tiene (—e,e) C I,. Definimos

v : (—¢€,to + €) — M mediante

~p(t) st t € (—ea)
V() =
Yot —to) si t € (to—e€to+e)

7 esta bien definida por el teorema de unicidad. Por el lema[3.4.2] v es curva integral que comienza
en p con ty + € > a, lo cual no es posible porque a es el supremo de I,.

En caso de que I, este acotado por debajo, la demostracién es similar. O
Proposicién 3.4.4. Sea G grupo de Lie. Si X € XL (G) entonces X es completo.

Demostracion. Sea vy : (—e,€) — G curva integral de G en ey g € G. Como X ~_ X entonces por
la proposiciéon se tiene que L, o7y : (—¢,€) — G es curva integral de X en g. Por el lema

se sigue que X es completo. O

Observacién 3.4.2 (Algebra de Lie asociada a un grupo de Lie). Por el isomorfismo en m se

induce naturalmente una estructura de dlgebra de Lie en T.G dada por
Yo, w € T.G([v,w] := [L”, L*](e))

En resumen, dado un grupo de Lie G, existe un dlgebra de Lie, que podemos identificar como
T.G ¢ X(G), asociada a G. Se acostumbra a denotar al dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie
por una letra minidscula en tipografia Fraktur. Por ejemplo, el dlgebra de Lie de G se denotaria g,

mientras que el dlgebra de Lie de H se denotaria .

Observacion 3.4.3 (Coeficientes de estructura). Sea (V,[-,-]y) dlgebra de Lie n-dimensional, con

base {v;}}_ 1. Si tomamos a,b € V con a = Y a;v; yb = > bjv; entonces por la bilinealidad del

i=1 i=1
corchete de Lie [-,-]y se tiene la igualdad
[a,bly = Z a;bjlvi, vjly = Z aibjci’;-vk
(6,5)€{l,.n}? (i3, k)€{L,....n}3
donde

n
[vi,vilv = Z ci];vk
k=1

Por tanto el corchete de Lie en V queda totalmente determinado por la coleccion de escalares

k

k
{eiYagpyeq,...ny3- A los escalares c;;

Lie V.

se les conoce como coeficientes de estructura del dlgebra de
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Cabe destacar que por la antisimetria del corchete de Lie en la definicion [3.4.1] se van a tener

las siguientes igualdades

Ejemplo 3.4.2 (Algebra de Lie abeliana). Si V es espacio vectorial de dimension uno con base
{w} entonces por la observacion|[3.4.8, un corchete de Lie [, en V estd determinado por el valor

de [w,w] pero por antisimetria debe suceder que [w,w] =0 y asi
Vv € V([v,v] =0) (3.17)

Por tanto solo existe en V una posible estructura de dlgebra de Lie cuyo corchete de Lie es[3.17,

Si en general (V,[-,-]) es un dlgebra de Lie n-dimensional donde el corchete de Lie es el de la
ecuacion [3.17, entonces el dlgebra de Lie (V,[-,"]) se conoce como el dlgebra de Lie trivial de V o,
en analogia con el conmutador de grupos, el dlgebra de Lie abeliano de V.

Como consecuencia, si G es grupo de Lie con dim(G) = 1 entonces su dlgebra de Lie T.G es de
dimension 1 y por tanto tiene estructura de dlgebra de Lie trivial. En particular, el dlgebra de Lie
de G es isomorfa al dlgebra de Lie trivial de R.

Por lo anterior, el dlgebra de Lie asociada a S* es R.

Ejemplo 3.4.3 (Algebra de Lie asociada al producto de grupos de Lie). Recordando el isomorfismo
Tie,e)(Gx H) 2T, G x T, H, se sigue que el dlgebra de Lie asociado al producto de grupos de Lie es
el producto de las dlgebra de Lie asociadas a los grupos.

En particular, el dlgebra de Lie asociada al toro n-dimensional (S')™ es R™.

3.4.2. Algebras de Lie lineales

A las algebras de Lie asociadas a los grupos de Lie lineales se les conoce como algebras de Lie
lineales. En esta seccion calcularemos las dlgebras de Lie lineales utilizando para ello la funcién
exponencial para matrices y la identificacién del corchete de Lie del dlgebra general lineal con el

conmutador de matrices.

Teorema 3.4.1. Sea V' R-espacio vectorial de dimensidn finita. El dlgebra de Lie asociado a GL(V)

es isomorfo a Homg (V, V') con corchete de Lie igual al conmutador de transformaciones lineales
VA,B € Homg(V,V) ([A,B] := Ao B— Bo A)

O equivalentemente, el dlgebra de Lie asociado a GL(n,R) es isomorfo a M,x,(R) junto al
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conmutador de matrices.

Demostracion. Dado que GL(V') es subconjunto abierto de Homg(V, V) entonces por la proposicion
el lgebra de Lie asociada a GL(n,R) puede identificarse con T;(GL(V)) = T (Homg (V,V)) =
Homg (V,V).

En lo que sigue identifiquemos a Hom g (V, V') con las matrices. Sean = dim(V) y {Eij}(z',j)e{1,.__,n}2
la base canonica de Hom g (V, V). Como la traslacion Lx es lineal entonces T7Lx puede identificarse

con Lx y asi las matrices A y B tienen asociados los campos izquierdo invariantes

0

A
L (X): - Z l'ikakjm
(i,5,k)€{1,...,n}3
' 0
B . 0
LX) = > Tubs 55
(i,5,k)€{1,...,n}3
respectivamente.

Calculemos el conmutador de los campos

LA = Y A i) — LY wwan)] 5
k=1

(i,5)€{1,..,n}? k=1
Haciendo las cuentas por separado obtenemos

n a n
LA(Z Tikbrj) = Z mprarq@(z Tikbry)
k=1 k=1

(p,g,m)€{1,...,n}3

= Z LprarqOpiOkqby;

= § xirarqbqj

(g,r)€{1,...,n}?

y de forma similar

n
B
L2 winar;) = S ibrgag
k=1

(g,7)€{1,...,n}?

Por lo tanto

0
[LAv LB](X) = Z Tir(@rgbgs — brqaqj)@
(4,4,q,m)€{1,..,n}4
O dicho de otro modo
0
(L4, LP](X) = > (X)ir[(AB)j — (BA),«]»]W (3.18)

La matriz asociada al campo invariante es la matriz [AB] = AB — BA. Por tanto el corchete
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de Lie para el algebra de Lie asociada al grupo general lineal es el conmutador de matrices. O

Observacién 3.4.4 (Algebra general lineal). Al dlgebra de Lie asociada al grupo general lineal se
le conoce como el dlgebra general lineal. Como vimos por el teorema dicha dlgebra se puede
identificar con el conjunto gl(V') de los endomorfismos del espacio vectorial de dimension finita V
en'V, o como el conjunto gl(n) de matrices cuadradas de n X n con coeficientes reales.

A las subdlgebras de Lie del dlgebra general lineal se les conoce como las dlgebras de Lie lineales.
Como comentaremos mds adelante (Véase la observacion , a cada subgrupo de Lie del grupo
de Lie G corresponde una subdlgebra de Lie de g. Esto nos dice que para cada uno de los grupos
de Lie lineales que estudiamos en secciones pasadas, va a existir una correspondiente dlgebra de Lie

lineal.
Para introducir a la exponencial veamos quienes son los flujos de los campos izquierdo invariantes.

Definicién 3.4.5 (Subgrupo uniparamétrico). Sea G grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico de
G es un morfismo de grupos de Lie

v:R—= G

El siguiente teorema nos dice que hay una correspondencia biyectiva entre los subgrupos para-
métricos de G y los campos izquierdo invariantes. Por tanto hay una correspondencia biyectiva entre

los subgrupos uniparamétricos y T.G
Lema 3.4.4. El campo vectorial % € X(R) es izquierdo invariante.
Demostracion. Sean a,z € Ry f € C*°(R). Dado que L,(t) = t+a entonces %(La) = 1y por tanto

0 0 0 dL, 0 0
(TzLa(g))(f) = a x(fo La) = aif‘frﬁaﬁhc = 87{|x+a = a‘z—i—a(f)

O

Teorema 3.4.2. Sea G grupo de Lie. Los subgrupos uniparamétricos de G son ezxactamente las

curvas integrales mazximales de campos izquierdos invariantes que empiezan en e.

Demostracion. Si «y es curva integral maximal de un campo izquierdo invariante X que comienza en
e entonces por la proposicién dom(y) = R. Como X ~ X entonces por la proposicién se
tiene que para s € R la curva t — L) (7(t)) es curva integral de X en ~y(s). Pero por el lema
la curva t — (s +t) es curva integral de X en v(s). Por unicidad debe ocurrir v(s)v(t) = v(s + t).
Por lo tanto, por ser «y curva suave, -y es subgrupo uniparamétrico de G.

Sea v : R — G es grupo uniparamétrico y X € X%(G) el tnico campo izquierdo invariante tal

que % ~, X (La existencia y unicidad del campo X se vera en la proposiciéon ) con % visto



CAPITULO 3. GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 80

como campo izquierdo invariante en R por el lema |3.4.4l De este modo, para ty € R se tiene que

. 0

J(to) = 1—;507(&'150) = Xy (t)
y por tanto v es curva integral del campo izquierdo invariante X € X*(G) que ademéas comienza en
e pues v(0) = e ya que 7 es morfismo de grupos. O

Definiciéon 3.4.6. Dado el grupo de Lie G, definimos la funcidn exponencial exp : g — G dada por
exp(X) = vx(e) = 7e(1)
Definicién 3.4.7 (Matriz exponencial). La exponencial de la matriz A € M, «,(R) es la matriz

1 .
et = S A (3.19)
1€Np v
Observacidon 3.4.5. La serie utilizada para definir a la matriz e es convergente y por tanto

hablar de la matriz e? tiene sentido.

Proposicion 3.4.5. El subgrupo uniparamétrico de GL(n,R) generado por A € gl(n) es y(t) = e'4.

Demostracion. A la matriz A corresponde, por la proposicion el campo izquierdo invariante

LA dado por LA(X) = xijaak%

X-
El subgrupo uniparamétrico generado por A es un una curva integral v de L que satisface el

problema de valores iniciales

() = LA(+(1))

La condicién de ser curva integral en este caso se reduce a
ik () = i (1) A;
o en notacién matricial
V() = (1) A (3.20)
La ecuacion diferencial lineal junto su condicién inicial tiene por solucién la curva y(t) = et4. O

Proposicion 3.4.6. Sea H subgrupo de Lie del grupo de Lie G. Los subgrupos uniparamétricos de

H son precisamente aquellos subgrupos uniparamétricos v de G con 4(0) € T.H.

Demostracion. Sea v : R — H subgrupo uniparamétrico. Si 7 es la inclusién de H en G entonces

10~y es subgrupo uniparamétrico de G con %(0) € T. H.
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Conversamente, si v es subgrupo uniparamétrico de G con %(0) € T.H y ¥ es el subgrupo

uniparamétrico de H con 7(0) = 4(0). Por unicidad debe ocurrir v = 4. O

Corolario 3.4.3. Sea H subgrupo de Lie del grupo de Lie G. Entonces
h={X cg:VteR(exp(tX) e H)}
Gracias al corolario y los teoremas podemos hacer un célculo directo de las algebras

de Lie lineales.

Teorema 3.4.3. Sea A € gl(n). Entonces
det(e?) = etm(A)

Demostracion. Puede leerse como la proposicion 6.32 en [Zall9]. O

Ejemplo 3.4.4. FEl dlgebra de Lie asociada al grupo especial lineal SL(n,R) se conoce como el

dlgebra especial lineal y es
sl(n) = {A € gl(n) : det(e?) = ™™ =0} = {A € gl(n) : tr(A) = 0}

Es decir, el dlgebra especial lineal consta de las matrices con traza cero.

Ejemplo 3.4.5. Fl dlgebra de Lie asociada al grupo ortogonal O(n,R) es
o(n) ={A e gl(n): (e?)t(e?) = eAtA = IN={Acgl(n): A=—-A"}

Es decir, es el dlgebra que consta de las matrices antisimétricas.
Similarmente, el dlgebra asociada al grupo especial ortogonal SO(n,R) es so(n) es el dlgebra de

matrices antisimétricas con traza igual a cero.

Ejemplo 3.4.6. El dlgebra de Lie asociada al grupo unitario U(n) es
u(n) ={Aecgl(n):etet =t =} = {Aegi(n): A=—A"

Es decir, es el dlgebra que consta de las matrices anti-hermitianas
Similarmente, el dlgebra asociada al grupo unitario especial SU(n) es su(n) el dlgebra de matrices

anti-hermitianas con traza igual a cero.

Ejemplo 3.4.7. El dlgebra de Lie asociada al grupo simpléctico Sp(2n,C) es sp(2n) consta de las

matrices A de 2n X 2n con entradas complejas tales que
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eAtJeA =J

Y la igualdad se sostiene si y solo si

AT+ JA=0

82

(3.21)



Capitulo 4

Teoremas de Lie

En este capitulo, el corazon de la tesis, ofrecemos la descripciéon del funtor de Lie, el cual codifica
la relacién entre grupos y algebras de Lie, de modo que es posible recuperar a los clasicos teoremas

de Lie por medio de propiedades del funtor.

4.1. El funtor de Lie

Para la construccién del funtor de Lie nos basamos en [Pos13].

Proposicién 4.1.1. Sea f : G — H un morfismo de grupos de Lie. Dado X € X(G) existe un
tinico Y € XY (H) tal que X ~; Y.

Es decir existe un tinico Y € XL'(H) tal que el siguiente diagrama conmuta

G%H

N (41

TG — TH

Demostracion. Sital campo Y existe entonces de[d.1]se tiene Y, = T, f(X.) y de que Y sea izquierdo
invariante se obtiene Y, = T.L;(Y.) para todo h € H. Y sustituyendo la primera igualdad en la

segunda se sigue que
Vh e H(Yh = (TeLh)(Tef(Xe)) = (Te(Lh o f))(Xe)) (4'2)

De este modo, [£:2] nos da la unicidad del campo Y y ademés nos provee de una posible definicién
para el mismo. Resta ver que asi definido, el campo [£:2]es izquierdo invariante y satisface el diagrama

E1l

83
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En primer lugar, es izquierdo invariante ya que si tomamos g, h € H es cierta la igualdad

Yon = (Te(Lgn o f))(Xe) = (Te(Lg o L o f))(Xe) = ThLyg o Te(Ln o f)(Xe) = ThLy(Ya) (4.3)

donde la pentultima igualdad en se debe a la proposicion que es la regla de la cadena.

Y el campo hace conmutar el diagrama pues dado g € G se satisface

Yigg = (Te(Lypg)o))(Xe) (4.4)
= (Te(f o Ly))(Xe) (4.5)
= TyfoT.Ly(Xe) (4.6)
= Tyf(Xe) (4.7)

donde la igualdad se debe a que f es morfismo de grupos de Lie y por tanto Ly o f = fo Ly,
la igualdad se debe a regla de la cadena, y [I.7] es porque X es campo izquierdo invariante. [

Proposicién 4.1.2. Sea f : G — H morfismo de grupos de Lie. La funcién Lie(f) : XX(G) —
XE(H) que asigna a cada campo X € XX (Q) el campo tinico Y € XX (H) de la proposicion es

un morfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Lie(f) es lineal pues dados X,Y € X¥(G) y A € R se tiene, ya que Ty f es lineal para

cualesquiera g € G, que
T f(AX +Y(9)) = A Tof (Xg) + Tof (Yy) = A+ (Lie(f)(X))(f(9)) + (Lie(f)(Y))(f(9))
y por la unicidad de la proposicién se concluye que
Lie(f)(AX +Y) = X+ Lie(f)(X) + Lie(f)(Y)

Ademés, Lie(f) respeta al conmutador de campos vectoriales pues dadop € Gy g € C°(H) se

tiene que
(T (X, Yp))(g) = (Tpf(XpoY =Yy 0 X))(g) = XpoY(go f) —Y,0X(go f)

pero utilizando[ITy el hecho de que X, (go ) = (T, £(X,))(g) = (Lie(£)(X) )(g) = ((Lie(£)(X))(g)o
f)(p) entonces X (go f) = (Lie(f)(X))(g) o f, podemos sustituir y obtener

(T (X, Y]p))(9) = Xp((Lie(f)(Y))(g) © f) = Yp((Lie(f)(X))(9) o f)
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por lo tanto

(T f(1X, Y1) (9) = (Tpf (Xp)) (Lie(£)(Y)(9)) — (Tp(Yp)) (Lie(f)(X))(g))

y nuevamente por [4.]]

(Tof (X, Y]p))(g) = (Lie(f)(X))(Lie(f)(Y)) o f)(g) — ((Lie(f)(Y))(Lie(f)(X)) o f)(g)
Finalmente
(Tp f([X, Y]p))(g) = ([Lie(f)(X), Lie(f)(Y)] o f)(g)

y como consecuencia de la unicidad de la proposicion 1] concluimos que

Lie(f)([X,Y]) = [Lie(f)(X), Lie(f)(Y)]

Concluimos que Lie(f) es un morfismo de &lgebras de Lie. O

Observacion 4.1.1. Usando la identificacion del dlgebra de Lie g del grupo de Lie G como el
espacio tangente T.G mediante la funcion G en la demostracion de la proposicion [3].3 se tiene
que la funcion Lie(f) asigna a cada vector X, el vector que resulta de evaluar el campo en la
identidad, es decir, manda a X, a (Te(L. o f))(X.) = Tef(X.). Dicho de otro modo, el morfismo
Lie(f) en T.G viene a ser la funcion T.f : T.G — T, H. Asi, T.f respeta los corchetes de Lie.

Proposicion 4.1.3. Son verdaderas las siguientes afirmaciones:

1. Sif:G— Hyg:H— K son morfismos de grupos de Lie entonces Lie(g o f)) = Lie(g) o
Lie(f).

2. Si G es grupo de Lie entonces Lie(lg) = 14.

Demostracion. Para facilitar la demostracién utilizaremos la identificacion g = T.G de la observacion

y aprovecharemos las propiedades funtoriales del funtor tangente.

1. Se sigue de que por regla de la cadena y ser f morfismo de grupos se cumple Lie(g o f) =

Te(go f) =TegoT.f = Lie(g) o Lie(f).

2. Lie(lg) = Te]-G = 1TCG = ]-g~

En virtud de la proposicién y podemos dar a conocer al ansiado funtor de Lie.
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Definicién 4.1.1 (Funtor de Lie). Definimos el funtor de Lie como
Lie : Grp(Man) — LieAlg’

que manda a cada grupo de Lie G a su dlgebra de Lie finita g y a cada morfismo f : G — H de
grupos de Lie le asigna el morfismo Lie(f) de dlgebras de Lie.

Observacion 4.1.2. El funtor de Lie establece una correspondencia: A cada grupo de Lie le corres-
ponde un dlgebra de Lie. La correspondencia se puede extender entre subgrupos de Lie y subdlgebras
de Lie de la manera siguiente: Si (H, ) es subgrupo de Lie del grupo de Lie G entonces se tiene un
subgrupo ¢[H] < G. Como ¢ es inmersidn entonces Lie(¢) es inyectiva y al subgrupo de Lie H le

corresponde la subdlgebra de Lie Lie(p)[h] de g.

4.2. Los teoremas de Lie

El contenido de los teoremas de Lie responde a la pregunta de la posibilidad de un resultado
reciproco a los vistos anteriormente: ;Serd que a cada algebra de Lie finita a corresponda un grupo
de Lie G tal que el édlgebra de Lie asociado a G sea a?. En un lenguaje categorico: ;Existira algan
funtor adjunto al funtor Lie? ;Seran las categorias Grp(Man) y LieAlg equivalentes de algtn
modo?.

La respuesta, tras algunas obstrucciones topolégicas, es afirmativa bajo ciertas restricciones.

Teorema 4.2.1. Sea G grupo de Lie y a subdlgebra de Lie de g. Entonces existe un inico subgrupo

de Lie H de G tal que H es conexo y Lie(H) = a.

Demostracion. La subalgebra a de g, donde identificamos a g con XX (@), define una distribucién D
en G. Dado g € G, definimos
D,={X,: X €a}

La distribucién D es suave pues si{X;}F | es base de a entonces {X;}%_| genera a D. D es involutiva

puessiY,Z € X(D) con Y = Z a;X;y Z = Z b; X; entonces usando el hecho de que a es cerrado
i=1 j=
bajo el corchete de Lie se tiene que

k
Y, Z) =Y aibj[Xi, X;j] + i Xi(b;) X, — b; X(a;:)X; € X(D)
ij=1
Aplicando teorema de Frobenius se sigue que D es integrable. Sea (H,14) la hoja de G en e.

Notemos que si g € H entonces (H, L,-1 0i) es también variedad integrable de D en e pues dado
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h € H se tiene
Th(Lg-10 i)[ThH] = ThLg— [Thi[ThH]) = Th(Lgfl)[Dh] =Dgy1p, (4.8)

donde la primera igualdad en se debe a la regla de la cadena, la segunda igualdad es porque H
es variedad integrable de D y la ultima igualdad es porque a es subconjunto de campos izquierdo

invariantes. Por unicidad de la hoja debe suceder que L,-1 o i[H] C i[H] y asi
Yg,h € H (g~ *h € H)

, probando que H es subgrupo de G.
H es grupo de Lie porque la funcion F : H x H — G dada por F(g,h) = i(g)~i(h) es suave y

para la funcién inducida F : H x H — H, con ﬁ(g7 h) = g~'h, el siguiente diagrama conmuta.

HxH Y5 a

~

~ .
O~o Tl
PO

" o
Del diagrama y el hecho de que por la proposiciéon la hoja H es subvariedad regularmente
inmersa se concluye que F' es suave.
El &lgebra de Lie asociado a H se puede identificar con el algebra de Lie a visto como subespacio
de T.G pues
T.H=T.[T.H =D, ={X.: X € a}

Resta ver la unicidad: Supongamos que H es otro subgrupo de Lie de G con &lgebra de Lie a,

visto a como subalgebra de T.G. Entonces para p € H' se tiene
T,H =T.L,[T.H'| =T.Lyla] = {T.L,(X): X €a} =D,

donde T¢. L, es biyectiva porque L, lo es, y ademas usamos el isomorfismo entre 7. H y XE(H) de la
proposicion Por tanto H' también integra a D en e y por la unicidad que garantiza el teorema
de Frobenius debe ocurrir que H = H'. O

Teorema 4.2.2 (Teorema de Ado). Sea g es dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces existe un

morfismo de dlgebra de Lie inyectivo

¢:g— gl(n)
para algin n € N.

Demostracion. Se puede leer como el teorema 3.17.7 en |[Varl3|. O
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Teorema 4.2.3. Sea a dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces existe un grupo de Lie cuya

dlgebra de Lie es isomorfa a a.

Demostracion. Por el teorema de Ado existe un morfismo de algebras de Lie inyectivo ¢ : a —
gl(n) para algin n € N. De este modo ¢[a] es subalgebra de Lie de gl(n) isomorfa a a. Por el teorema

4.2.1| existe un subgrupo de Lie H de GL(n,R) tal que Lie(H) = ¢[a] = a. O

Lema 4.2.1. Sea ¢ : G — H morfismo de grupos de Lie con G y H conexos. Si Lie(¢) : g — b es

un isomorfismo entonces ¢ es funcion cubriente.

Demostracion. Como Lie(¢)) = T.¢ es isomorfismo entonces por el teorema de la funcion inversa
existe una vecindad U de e en G que es difeomorfa a una vecindad V de e en H.

Siy € Im(¢) cony = ¢(x) y € G entonces yV es vecindad de y tal que yV C I'm(¢) pues si
veV =¢[U]y ¢(v) =uconu € U entonces yv = ¢(z)p(u) = ¢(zu) € Im(). Por lo tanto el grupo
Im(¢) es abierto y por la proposiciéon es cerrado. Como Im(¢) # 0 y H es conexo entonces
Im(¢) = H y por tanto ¢ es suprayectiva.

Si para y € H se tiene z € G tal que ¢(x) = y entonces ¢ manda a zU en yV de manera

difeomorfa. Por tanto, ¢ es funcién cubriente. O

Proposicion 4.2.1. Sea G grupo de Lie conexo. La cubriente universal G de G tiene una tnica
estructura de grupo de Lie tal que la funcion cubriente T : G — G esun morfismo de grupos de Lie.
Ademds, Lie(G) = Lie(Q).
Demostracion. Por el teorema [2.5.2] existe la cubriente universal de G y lo podemos identificar con
G={n]:7:[0,1] = G A ~v(0) = e}. Se puede dotar a G de estructura de grupo como sigue: El
producto de [4],[n] € G es la clase de equivalencia del camino ~(t)n(t), la identidad es el camino
constante y(t) = e y el inverso de [y] es la clase de equivalencia del camino ~(¢) .

La funcién cubriente 7 : G — G dada por 7([y]) = (1) es homomorfismo de grupos pues
m([y]]) = v(1)n(1) = = (YD) ([n])-

Por el teorema, , existe una finica estructura suave en G tal que la funcién 7 es suave. Vamos
a tomar dicha estructura para G. Como consecuencia de que 7 sea difeomorfismo local se tiene
Lie(G) = Lie(G).

G es grupo de Lie puesto que la funcion F : G x G — @G, dada por F([y],[n]) = [y]"![n], es
suave ya que para F : G x G — G, dada por F(g,h) = g~h, y 7 difeomorfismo local, el siguiente
diagrama conmuta

G

@)

<;
3

G x
wxa|
G

Q

F
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La estructura es tnica porque si T,.G & Tgé entonces por el lema se tiene un difeomorfismo

local entre G y G pero solo hay una tnica estructura suave que hace a 7 un difeomorfismo local. [

Teorema 4.2.4. Sean G y H grupos de Lie. Si G es grupo de Lie simplemente conexo entonces
para cualquier morfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — b existe un inico morfismo de grupos de Lie

®: G — H tal que Lie(P) = ¢.

Demostracion. Sea f:= {(X,¢(X)) : X € g} la grafica de ¢. § es subalgebra de g x h. Por teorema
existe K C G x H grupo de Lie conexo con &lgebra de Lie f. Luego, 71 := 7g|k es morfismo
de grupos tal que T ¢ym1 (X, ¢(X)) = X. Por tanto T{. .71 es un isomorfismo y asi 7; es funcién
cubriente.

Como G es simplemente conexo, 7 es isomorfismo de grupos de Lie y la composicién
<I>::7rH07T171:G—>H
es un morfismo de grupos de Lie tal que
Te®(X) = Tomz 0 Tie oy (1 )(X) = T(e,e) (X, $(X) = $(X)

Veamos la unicidad: supongamos que ¥ : G — H también satisface T.¥ = ¢. Si definimos las
graficas Hy := {(g9,P(g)) : g € G} y Hs := {(9,¥(g)) : ¢ € G} entonces por continuidad Hy y Ho
son subgrupos de Lie conexos de G x H con respectivas algebras de Lie h; = {(X,T.®(X)) : X €
g} = {(X,0(X)) : X € g} y b2 = {(X, T¥(X)) : X € g} = {(X,¢(X)) : X € g}. Por la unicidad
del teorema [£.2.1] debe ocurrir H; = Hy y por tanto ® = . O

Corolario 4.2.1. Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos tales que g = h. Entonces G = H.

Demostracion. Por la el teorema al isomorfismo ¢ : g — b le corresponde un tnico morfismo
®:G — Hyao¢ !:h— gcorresponde un tinico morfismo ¥ : H — G. Por la unicidad del teorema
y el hecho de que T.(V o ®) = T.(¥) o T.(®) = ¢ 0 p = 1, = T.(1¢) entonces ocurre que
VUod =1g y similarmente ® o ¥ = 1. Por lo tanto, G = H. O

Observacion 4.2.1. Mediante ScLieGrp denotemos a la subcategoria de Grp(Man) que consta
de los grupos de Lie simplemente conexos. De este modo, se induce una restriccion del funtor de Lie

a los grupos de Lie simplemente conexos
Lieg. : ScLieGrp — LieAlg’

Teorema 4.2.5 (Segundo teorema de Lie). El funtor Lieg. es fiel y pleno.
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Demostracion. Sean Gy H grupos de Lie simplemente conexos. Por el teorema[4.2.4] si ¢ : g — b
es morfismo de algebras de Lie entonces existe un tnico morfismo de grupos de Lie ® : G — H tal
que Lie(®) = ¢. Dicho de otro modo, la asignacion F' : Homyseales (9,0) — HomscLieGrp (G, H),

dada por F(¢) = ®, es biyectiva. O
Teorema 4.2.6 (Tercer teorema de Lie). El funtor Lieg. es esencialmente suprayectivo.

Demostracion. Si a es algebra de Lie entonces por el teorema existe G grupo de Lie tal que
Lie(G) 2 a. Si G es la cubriente universal de G entonces G es simplemente conexo y por la propo-

sicién Lie(G) = Lie(G) = a. O
Corolario 4.2.2. Las categorias ScLieGrp y LieAlgf son equivalentes.

Demostracion. Por los teoremas y el funtor Lieg, es fiel, pleno y esencialmente suprayec-

tivo. Por tanto, por la proposicion [I.3.7] se tiene que Lieg. es una equivalencia de categorias. O
Teorema 4.2.7 (Primer teorema de Lie). El funtor Lies. tiene un adjunto izquierdo.

Demostracion. Sea a algebra de Lie de dimensién finita. Por el teorema existe un grupo de Lie
simplemente conexo G tal que ¢ : a = Lie(G). Si ¢ : a — Lie(H) es un morfismo de lgebras de
Lie con H grupo de Lie simplemente conexo entonces ¢ o ¢~ : Lie(G) — Lie(H) es morfismo de

algebras de Lie. Por el teorema existe un tnico morfismo ® : G — H tal que Lie(®) = oot

a —2 Lie(Q)
» \%{Lie(d))

)

Lie(H
En otras palabras, (Lie(G), ¢) es objeto universal de a a Lieg,. Por la proposicion [1.3.3] el funtor
Lieg. tiene un funtor adjunto izquierdo que envia a cada élgebra de Lie a a la cubriente universal

G de un grupo G que satisface Lie(G) = a. O

En caso de que G no sea grupo simplemente conexo, veremos que podemos recuperarlo mediante

un cociente del cubriente universal.
Lema 4.2.2. Cualquier subgrupo normal discreto H de un grupo de Lie conexo G es central.

Demostracion. Dado h € H, la funcién ¢ : G — H dada por ¢(g) = ghg~'. Entonces ¢[G] es conexo
en H. Como H es discreto entonces consiste de un tnico punto h = ¢(e) y por lo tanto gh = hg

para toda g € G. O

Proposicion 4.2.2. Sea G grupo de Lie y G su cubriente universal. Existe un subgrupo central H
de G tal que
G=G/H
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y la proyeccion T : é/H — G es funcion cubriente.

Demostracion. Sea H = ker(w). Entonces H es cerrado y normal. H es discreto porque es la pre-
imagen de un solo punto por una funcién cubriente. Por el lema[£.2.2] H es central. Finalmente, por

el primer teorema de isomorfismo se tiene G/H = G. O

4.3. Aplicaciéon: Clasificacion de grupos de Lie

La correspondencia entre grupos y algebras de Lie que hemos visto a lo largo del capitulo es
tan robusta que puede convertir el problema de la clasificacién de los grupos de Lie conexos en el
problema de la clasificacion de élgebras de Lie de dimensién finita.

Inspirados por el espiritu del teorema de Jordan-Hoélder, donde los grupos simples actiian como
bloques de construccién, la clasificaciéon de los grupos de Lie conexos se reduce al estudio de los

grupos simples y sus centros discretos

Definicién 4.3.1 (Grupo de Lie simple). Un grupo de Lie conexo G es simple si es no abeliano y

no posee subgrupos normales conexos propios no triviales.

Definicién 4.3.2 (Ideal de un algebra de Lie). Sea V dlgebra de Lie y W C V. W es ideal de V si
Yw e W Vv € V([w,v] € W)

Definicién 4.3.3 (Algebra de Lie simple). Un dlgebra de Lie V' es simple si es no trivial y no tiene

ideales propios no triviales.

Enunciamos sin demostrar el siguiente par de resultados.

Proposicion 4.3.1. Sea G grupo de Lie conexo con H subgrupo de Lie conexo de G. H es normal

sty solo si by es ideal de g.
Demostracion. Se puede leer como el teorema 20.28 de [Lee03]. O
Corolario 4.3.1. Sea G grupo de Lie conexo. G es simple si y solo si g es simple.

Demostracion. Por la proposicion [4.3.1] H es subgrupo normal conexo propio no trivial de G si y

sblo si b es ideal propio no trivial de g. O

Proposicion 4.3.2. Sea g dlgebra de Lie de dimension finita. Los grupos de Lie conexos cuya dlgebra
de Lie es isomorfa a g son precisamente aquellos de la forma G/T' con G simplemente conexo tal

que Lie(G) = g y I' subgrupo discreto normal de G.

Demostracion. Se puede leer como el teorema 21.29 de [Lee03]. O
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Debido a que por el tercer teorema de Lie siempre existe un algebra de Lie que se integra a
cualquier grupo de Lie entonces por el corolario la clasificacion de grupos de Lie simplemente
conexos se reduce al problema de clasificacion de algebras de Lie de dimensién finita. De hecho,
la clasificacion de algebras de Lie complejas simples fue un problema completado por Cartan y
Killing: Se cuenta con las familias clasicas A,,, B,,C, v D, ademés de las familias excepcionales
FEs, E7, Eg, Fy vy Gs.

Asi, por las proposiciones [£.2.2] y {:3.2] si tenemos clasificados los grupos de Lie simplemente
conexos simples entonces los grupos conexos simples se obtienen de sacar el cociente de los grupos
de Lie simplemente conexos simples con sus subgrupos normales discretos.

En el presente trabajo se trabajaron algebras de Lie reales y hemos mencionado que existe una
clasificacion para las algebras de Lie complejas. ;Como se relacionas estas dos? De estd pregunta

surge naturalmente el estudio de la complejificacién de un algebra de Lie real.

Proposicion 4.3.3 (Complejificacion). Sea g un dlgebra de Lie real de dimension finita y ge =
g D ig. Entonces el corchete de Lie en g tiene una unica extension a gc de modo que gc tiene
estructura de dlgebra de Lie compleja.

A ge se le conoce como la complejificacion de g y a g se le conoce como la forma real de gc.
Demostracion. Proposicion 3.37 de [Hall:364978| O

El estudio de las algebras de Lie complejas y la relaciéon con sus posibles formales reales es un
tema amplio y el lector interesado en ver mas alla del contenido de esta bastante breve seccién puede
consultar el libro de Hall [Hall:364978] o el libro de Knapp [knapp1996lie]. En particular, en el
capitulo 6 de [knapp1996lie| se encuentra un estudio detallado de la clasificacion de algebras de

Lie reales.
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