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Resumen

En el presente se pretende dar una perspectiva categórica a los teoremas de Lie. Para ello, en

el capítulo 1 nos ponemos en sintonía con el lenguaje de la teoría de categorías y en el capítulo 2

repasamos la geometría diferencial necesaria. En el capítulo 3 introducimos la noción de grupo de Lie

mediante la caracterización de objeto grupo de una categoría y a partir de ahí construimos el álgebra

de Lie asociada a cualquier grupo de Lie. Finalmente, en el capítulo 4 llegamos a la demostración

de los teoremas de Lie en términos del llamado funtor de Lie.
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Prólogo

La teoría de categorías, más que una teoría matemática, es un lenguaje que da importancia a la

estructura de los objetos matemáticos y las relaciones existentes entre ellos.

La teoría de categorías nace con el artículo 'General Theory of Natural Equivalences' publicado

por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en 1945. El contexto de dicho artículo se enmarca dentro

de la topología algebraica, rama de la topología que estudia invariantes de tipo algebraico asociados

a espacios topológicos. Eilenberg y Mac Lane necesitaban un lenguaje preciso para explicar como

pasar de la topología al álgebra: Pasar de un espacio topólogico a un objeto algebraico y de una

función continua a un homomor�smo entre los correspondientes objetos algebraicos. Así surge la

noción de funtor y asignación funtorial.

Sin embargo, citando al propio Mac Lane, la teoría de categorías se invento para estudiar transfor-

maciones naturales antes que funtores ([Mac98]). El papel central de las transformaciones naturales

queda expuesta en el lema de Yoneda.

El otro protagonista de nuestra historia es la teoría de Lie, iniciada a �nales del siglo XIX por

el matemático noruego Sophus Lie. Siguiendo el espíritu de que la geometría de un espacio está

determinada por su grupo de simetrías, tal como declaraba Felix Klein en su Programa de Erlangen

(1872), Lie se propuso estudiar los grupos de simetrías continuas.

El objetivo de Lie era encontrar una teoría que fuera a las ecuaciones diferenciales el análogo de lo

que la teoría de Galois es para ecuaciones polinomiales. Esto lo llevó a de�nir de forma rudimentaria

y clasi�car lo que hoy conocemos como grupos de Lie: conjuntos que son simultáneamente grupos

(con una estructura algebraica) y variedades diferenciables (con una estructura geométrica), y donde

ambas estructuras son compatibles.

El descubrimiento de Lie fue que la estructura 'global' y no lineal de un grupo de Lie está casi

completamente determinada por su estructura 'local' y linealizada en la identidad. Dicha estructura

local es un espacio vectorial que además cuenta con una operación llamada 'corchete de Lie', y que

hoy conocemos como el álgebra de Lie asociada al grupo de Lie. Todo el contenido de la relación

entre grupos de Lie y álgebras de Lie descubierta por Lie se enunció en los tres teoremas que hoy

llevan su nombre.
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PRÓLOGO vii

El juego entre estas dos estructuras �el grupo global y el álgebra local�, al que apelan los tres

teoremas de Lie, pueden enunciarse con una claridad y elegancia usando las herramientas de la teoría

de categorías

El objetivo de esta tesis es explorar precisamente esa relación entre estructuras. Demostraremos

cómo la correspondencia de Lie, que asigna un álgebra de Lie a cada grupo de Lie, es de naturaleza

funtorial. Más profundamente, veremos cómo esta correspondencia se eleva a una equivalencia de

categorías entre la categoría de las álgebras de Lie de dimensión �nita y la categoría de los grupos

de Lie simplemente conexos. Al hacerlo, esperamos ilustrar cómo la teoría de categorías funciona

como un lenguaje para la matemática.



Capítulo 1

Teoría de categorías

1.1. Conjuntos y clases

Una teoría de conjuntos axiomática nos libra de paradojas que surgen de la laxitud con la que

se considera lo que es un conjunto. En el sistema axiomático ZFC, formulado en un lenguaje de

primer orden, se establece un conjunto y la pertenencia como nociones primitivas, siendo una clase

una colección arbitraria de estos conjuntos, como por ejemplo {x : x = x} corresponde a la clase

de todos los conjuntos. Una clase en ZFC nos sirve para agrupar pero las clases no son objetos

matemáticos de la teoría, no podemos cuanti�car ni hacer a�rmaciones sobre ellos. Por otro lado, el

sistema axiomático NGB (de Neumann-Gödel-Bernays) toma como nociones primitivas el concepto

de clase y pertenencia, para a partir de ahí de�nir a un conjunto como un elemento cualesquiera de

una clase. NGB es una extensión conservativa de ZFC en el sentido de que todo teorema de ZFC

también es teorema de NGB.

Para la teoría de categorías, donde manejamos colecciones tan grandes como la de todos los

conjuntos o todos los grupos, es necesario recurrir a clases. Por ello es que tácitamente asumire-

mos la axiomatización de la teoría de conjuntos NGB, sin ahondar más, pues no perseguimos los

fundamentos en esta tesis.

1.2. Categorías

En esta sección se dará la de�nición de categorías y se proporcionarán ejemplos de las mismas

pero haciendo hincapié en la categoría de conjuntos (Set) o categorías cuyos objetos son conjuntos

y cuyos mor�smos son funciones, pues en estás categorías donde los conceptos presentados son más

familiares. Posteriormente, se introducirá el concepto de funtores, que vienen a ser asignaciones entre

categorías de manera análoga a como función es una asignación entre elementos de dos conjuntos.
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CAPÍTULO 1. TEORÍA DE CATEGORÍAS 2

Finalmente, se hablará de las transformaciones naturales, que actúan como los mor�smos entre

funtores.

Los conceptos trabajados en este capítulo están basados en [Awo10] y [Mac98].

De�nición 1.2.1 (Categoría). Una categoría C consiste en

1. Una clase Ob(C) cuyos elementos son llamados C-objetos o simplemente objetos cuando no

haya confusión.

2. Para cada A,B ∈ Ob(C) existe un conjunto HomC(A,B), cuyos elementos se nombraran C-

mor�smos de A a B o simplemente mor�smos. Además, si A,B,A′, B′ ∈ Ob(C) son tales que

A ̸= A′ o B ̸= B′ entonces

HomC(A,B) ∩HomC(A
′, B′) = ∅

3. Para cada A,B,C ∈ Ob(C) existe una función

◦ : HomC(B,C)×HomC(A,B) → Hom(A,C)

llamada ley de composición y esta satisface:

a) (Asociatividad) Para cada f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) y h ∈ HomC(C,D) se

tiene

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

b) (Identidad) Para cada A ∈ Ob(C) existe un 1A ∈ HomC(A,A) tal que para cada f ∈

Hom(A,B) y g ∈ Hom(B,A) se tiene

f ◦ 1A = f

1A ◦ g = g

Proposición 1.2.1. Sea C categoría y A ∈ Ob(C). El mor�smo 1A de la de�nición 1.2.1 es único.

En consecuencia, llamaremos a 1A el mor�smo identidad de A.

Demostración. Usaremos los axiomas de la ley de composición en 1.2.1. Si 1′A es otra identidad de

A entonces 1A = 1A1
′
A = 1′A.

Observación 1.2.1. Si C es categoría con A,B ∈ Ob(C) y f ∈ HomC(A,B) entonces diremos que

el dominio del mor�smo f es dom(f) := A, y el codominio del mor�smo es cod(f) := B.

Algunas categorías son:



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE CATEGORÍAS 3

Ejemplo 1.2.1 (Set). La categoría Set:

1. Ob(Set) es la clase de todos los conjuntos.

2. HomSet(A,B) es el conjunto de todas las funciones f de A a B.

3. La composición de mor�smos es la composición usual de funciones, la cual claramente es

asociativa y donde la función IdA : A→ A, IdA(a) = a actúa como el mor�smo identidad de

A.

Ejemplo 1.2.2 (Grp). La categoría Grp:

1. Ob(Grp) es la clase de todos los grupos.

2. HomGrp(G,H) es el conjunto de todos los homomor�smos de grupos f de G a H.

3. La ley de composición es la composición de funciones.

Ejemplo 1.2.3 (Top). La categoría Top:

1. Ob(Top) es la clase de todos los espacios topológicos.

2. HomTop(X,Y ) es el conjunto de todos los homeomor�smos f de X a Y .

3. La ley de composición es la composición de funciones.

Ejemplo 1.2.4 (Categoría asociada a un COPO). Sea (X,≤) un COPO. De�nimos su categoría

asociada C como

1. Ob(C) := X

2. Para cada x, y ∈ X de�nimos

HomC(x, y) :=


∅ si x ̸≤ y

{ℓyx} si x ≤ y

3. La composición entre ℓyx ∈ HomC(x, y) y ℓzy ∈ HomC(y, z) es

ℓyx ◦ ℓzy = ℓzx

Nótese que la composición está bien de�nida por la transitividad de ≤. Y en este caso, para x ∈ X

su identidad es ℓxx en virtud de que ≤ es re�exiva.

Ejemplo 1.2.5 (Categoría opuesta). Dada C una categoría, construimos la categoría opuesta Cop

como sigue.



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE CATEGORÍAS 4

1. Ob(Cop) := Ob(C).

2. Para X,Y ∈ Ob(Cop) se de�ne HomCop(X,Y ) := HomC(Y,X).

3. Para f ∈ HomCop(X,Y ) y g ∈ HomCop(Y, Z) se de�ne la composición

g ◦Cop f := f ◦C g

Ejemplo 1.2.6 (Categoría producto). Si C y D son categorías, entonces la categoría producto es

C × D tal que

1. Ob(C × D) = {(X,Y ) : X ∈ Ob(C) ∧ Y ∈ Ob(D)}.

2. Si (X1, Y1), (X2, Y2) ∈ Ob(C) entonces HomC×D((X1, Y1), (X2, Y2)) := {(f, g) : f ∈ HomC(X1, X2) ∧

g ∈ HomC(Y1, Y2)}.

3. Si (f1, g1) ∈ HomC×D((X1, Y1), (X2, Y2)) y (f2, g2) ∈ HomC×D((X2, Y2), (X3, Y3)) entonces

(f2, g2) ◦ (f1, g1) := (f2 ◦ f1, g2 ◦ g1)

De�nición 1.2.2 (Tipos de mor�smos). Sea f ∈ HomC(A,B) un C-mor�smo en alguna categoría

C, decimos que f es un:

1. monomor�smo si

∀C ∈ Ob(C) ∀g1, g2 ∈ HomC(C,A)(f ◦ g1 = f ◦ g2 → g1 = g2)

2. epimor�smo si

∀C ∈ Ob(C) ∀g1, g2 ∈ HomC(B,C)(g1 ◦ f = g2 ◦ f → g1 = g2)

3. bimor�smo si f es un monomor�smo y un epimor�smo.

4. un isomor�smo si

∃g ∈ HomC(B,A)(f ◦ g = 1B ∧ g ◦ f = 1A)

5. endomor�smo si A = B.

6. automor�smo si f es un isomor�smo y un endomor�smo.

Además, decimos que f es una:
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1. retracción si

∃g ∈ HomC(B,A)(f ◦ g = 1B)

2. sección si

∃g ∈ Hom(B,A)(g ◦ f = 1A)

Proposición 1.2.2. Sea f ∈ HomC(A,B) C-mor�smo. Entonces:

1. Si f es una sección entonces es un monomor�smo.

2. Si f es una retracción entonces es un epimor�smo.

3. f es isomor�smo si y solo si f es una sección y una retracción. Se sigue que todo isomor�smo

es un bimor�smo.

Demostración. Si f es una retracción con g ∈ HomC(B,A)mor�smo tal que g◦f = 1A y f◦g1 = f◦g2
entonces g ◦ (f ◦ g1) = g ◦ (f ◦ g2) y por asociatividad de los C-mor�smos, como dicta la de�nición

1.2.1, se sigue que

g1 = (g ◦ f) ◦ g1 = (g ◦ f) ◦ g2 = g2

Por tanto g1 = g2. Similarmente se demuestra el segundo inciso. El tercer inciso es aplicación

directa de las de�niciones 1.2.2 y los dos incisos anteriores.

Proposición 1.2.3. Para f ∈ HomSet(A,B) con A ̸= ∅ las siguientes a�rmaciones son equivalen-

tes:

1. f es un monomor�smo.

2. f es inyectiva.

3. f es una sección.

Demostración. Supongamos que f es un monomor�smo. Si x, y ∈ A son tales que f(x) = f(y)

entonces f ◦ cx = f ◦ cy, con cx, cy : {∗} → A dadas por cx(∗) = x y cy(∗) = y. Por lo tanto cx = cy

y en consecuencia x = y.

Si suponemos que f es función inyectiva entonces f es una sección en Set pues si x0 ∈ A es �jo,

de�nimos g : B → A dada por

g(x) =


x0 si x ̸∈ f [A]

f−1(x) si x ∈ f [A]

se tiene que g ◦ f = 1A

Finalmente, el tercer inciso implica al primero por la proposición 1.2.2.
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Proposición 1.2.4. Para f ∈ HomSet(A,B) las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es un epimor�smo.

2. f es suprayectiva.

3. f es una retracción.

Demostración. Si f es un epimor�smo pero no es función suprayectiva entonces existe x0 ∈ B \f [A].

Si de�nimos g1, g2 : B → {0, 1} mediante g1(x) = 1 y g2 = χf [A], donde χ· denota la función

característica, entonces g1 ◦f = g2 ◦f y por ser f epimor�smo se tiene que g1 = g2. Más sin embargo

g1(x0) = 1 ̸= 0 = g2(x0) y tenemos una contradicción. Por lo tanto, f es suprayectiva. 1 Si f es

suprayectiva entonces dado x ∈ B existe yx ∈ A tal que f(yx) = x. Por axioma de elección podemos

de�nir g : B → A dada por g(x) = yx, de modo que f ◦ g = 1B . Por tanto f es una retracción.

El último inciso implica al primero por la proposición 1.2.2.

Corolario 1.2.1. Sea f ∈ HomSet(A,B). f es un isomor�smo si y solo si f es una función biyectiva

si y solo si f es un bimor�smo.

Por las proposiciones 1.2.3 y 1.2.4 es que en Set tenemos un reciproco de cada inciso de la

la proposición 1.2.2. En general, un recíproco de los incisos de la proposición 1.2.2 no es siempre

verdadero. Veamos los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 1.2.7. El mor�smo f : Z → Q en Grp dado por f(n) = n es monomor�smo pues es

función inyectiva pero no es sección porque si existiera g : Q → Z tal que g ◦f = 1Z entonces pasaría

que

1 = g(1) = g(
1

2
+

1

2
) = g(

1

2
) + g(

1

2
) = 2g(

1

2
)

y así g( 12 ) =
1
2 ̸∈ Z, lo cual es una contradicción.

Ejemplo 1.2.8. Si f : Z/4Z → Z/2Z es un mor�smo en Grp dado por f([x]4) = [x]2 entonces f es

suprayectivo y por tanto es un epimor�smo. Pero f no es una retracción pues de existir g : Z/2Z →

Z/4Z tal que f ◦ g = 1Z/2Z entonces

[0]4 = g([0]2) = g([1]2) + g([1]2) = 2g([1]2)

y de ese modo g([1]2) ∈ {[0]4, [2]4}. Pero esto último implica (f ◦ g)([1]2) = [0]4 = [1]4, lo cual es

imposible.

De�nición 1.2.3 (Objeto inicial, terminal y cero). Sea C categoría.

1. Un objeto I ∈ Ob(C) se llama objeto inicial si para cada objeto X ∈ Ob(C) existe un único

mor�smo f en HomC(I,X).
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2. Un objeto T ∈ Ob(C) se llama objeto �nal si para cada objeto X ∈ Ob(C) existe un único

mor�smo f en HomC(X,T ).

3. Un objeto en C que es tanto inicial como terminal es un objeto cero en C.

Ejemplo 1.2.9. Dados A y B conjuntos, la cantidad de funciones de A en B es |B||A| (Este resultado

y otros sobre aritmética cardinal pueden consultarse en los capítulos 3 y 5 de [jech2003set]). Por

ello es que B es objeto terminal en Set si y sólo si B es un conjunto unitario {∗}. Como cualesquiera

dos objetos terminales en Set son unitarios entonces son biyectables y por las proposiciones 1.2.3 y

1.2.4 se sigue que son isomorfos en Set. Este hecho de que cualesquiera dos objetos terminales son

isomorfos es un resultado valido para cualquier categoría.

Proposición 1.2.5. Sea C categoría. Si C tiene objeto inicial/�nal/cero entonces dichos objetos son

únicos salvo isomor�smos.

Demostración. Si T y T ′ son objeto terminales de C entonces existen únicos elementos f ∈ HomC(T
′, T )

y g ∈ HomC(T, T
′). Por tanto f ◦ g ∈ HomC(T, T ). Como 1T ∈ HomC(T, T ) y |HomC(T, T )| = 1

entonces forzosamente 1T = f ◦ g. De manera similar se demuestra que 1T ′ = g ◦ f y concluimos que

T ∼= T ′.

La unicidad del objeto inicial, y por tanto del objeto cero, se demuestra de forma parecida.

Ejemplo 1.2.10. Si {e} es el grupo trivial y G es cualquier grupo con identidad eG. Entonces

f : G → {e} dada por f(g) = e es la única función posible de G a {e} y es en particular el único

homomor�smo de grupos posible de G a {e}. Además, si g : {e} → G es homomor�smo de grupos

entonces forzosamente g(e) = eG y por ello existe un único homomor�smo de grupos de G a {e}. Se

sigue que el grupo trivial {e} es el objeto cero en Grp.

Observación 1.2.2. Nótese que un objeto inicial en la categoría C es un objeto �nal visto en Cop y

viceversa. Esta propiedad es un ejemplo de lo que se conoce como dualidad entre dichas categorías.

De�nición 1.2.4 (Categoría pequeña). Una categoría cuya clase de objetos es un conjunto, la

llamaremos una categoría pequeña.

Observación 1.2.3. Ya que se de�nieron las categorías usando clases, la categoría Set no se puede

considerar una categoría pequeña. Por otro lado, la categoría asociada a un conjunto parcialmente

ordenado sí es una categoría pequeña.

De�nición 1.2.5. Si C es una categoría tal que para cualquier par de objetos X,Y ∈ Ob(C) se tiene

HomC(X,Y ) :=


∅ si X ̸= Y

{1X} si X = Y
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entonces se dice que C es una categoría discreta.

De�nición 1.2.6 (Subcategoría). Una subcategoría S de una categoría C es una categoría tal que:

1. Ob(S) ⊂ Ob(C).

2. Para cualesquiera X,Y ∈ Ob(S) se cumple que

HomS(X,Y ) ⊆ HomC(X,Y )

y la ley de composición en S es la misma que en C.

De�nición 1.2.7 (Subcategoría plena). Una subcategoría S de C es una subcategoría plena si para

cualesquiera X,Y ∈ Ob(C) se cumple que:

HomS(X,Y ) = HomC(X,Y )

Ejemplo 1.2.11 (Categoría de espacios vectoriales). Podemos considerar la categoría de K-espacios

vectoriales VectK cuyos objetos son K-espacios vectoriales y sus mor�smos son transformaciones

K-lineales con la composición usual de funciones. Dicha categoría tiene a la categoría de K-espacios

vectoriales �nitos VectfK como subcategoría plena.

Ejemplo 1.2.12 (Categoría de grupos abelianos). Podemos considerar a la categoría de grupos

abelianos Ab cuyos objetos son grupos abelianos y sus mor�smos son homomor�smos entre grupos

abelianos. Dicha categoría es una subcategoría plena de Grp.

Ejemplo 1.2.13 (Categoría de espacios Hausdor� compactos). Podemos considerar a la categoría

de espacios Hausdor� compactos CHaus cuyos objetos son espacios topológicos T2 compactos y sus

mor�smos son funciones continuas entre dichos espacios. Esta categoría es una subcategoría plena

de Top.

De�nición 1.2.8 (Funtor covariante). Un funtor covariante de una categoría C a una categoría D,

denotado como F : C → D, consiste de las siguientes correspondencias:

1. Para cada objeto X en C, F le asigna un único objeto de D, denotado F (X).

2. Para cada mor�smo f ∈ HomC(X,Y ), F le asigna un único mor�smo en HomD(F (X), F (Y )),

denotado F (f).

y además satisface lo siguiente:

1. Para cada objeto X en C se tiene que

F (1X) = 1F (X)
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2. Para cada f ∈ HomC(X,Y ) y g ∈ HomC(Y, Z) se cumple que

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

De�nición 1.2.9 (Funtor contravariante). Un funtor contravariante de una categoría C a una

categoría D, denotado como F : C → D, consiste en las siguientes correspondencias:

1. Para cada objeto X en C, F le asigna un único objeto en D, denotado F (X).

2. Para cada mor�smo f ∈ HomC(X,Y ), F le asigna un único mor�smo en HomD(F (Y ), F (X)),

denotado F (f).

y además satisface lo siguiente:

1. Para cada objeto X en C se tiene que

F (1X) = 1F (X)

2. Para cada f ∈ HomC(X,Y ) y g ∈ HomC(Y, Z) se cumple que

F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

Observación 1.2.4. Un funtor covariante de Cop a D resulta ser contravariante visto como funtor

de C a D. Y viceversa, un funtor contravariante de Cop a D es funtor covariante visto como funtor

de D a C. De aquí que se diga que funtor covariante y funtor contravariante son conceptos duales.

La observación 1.2.2 nos dice que objeto inicial y objeto terminal también son conceptos duales.

Proposición 1.2.6. Sea F : C → D un funtor. Si f ∈ HomC(X,Y ) es un isomor�smo entonces

F (f) es un isomor�smo.

Demostración. Se hará aquí el caso con F covariante pues el contravariante es similar. Por la de�ni-

ción 1.2.2 existe un mor�smo g ∈ HomC(Y,X) tal que g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y . Como consecuencia

del segundo inciso de la de�nición 1.2.8 se sigue que F (g) ◦ F (f) = F (g ◦ f) = F (1X) = 1F (X) y

F (f) ◦ F (g) = F (f ◦ g) = F (1Y ) = 1F (Y ). Por lo tanto F (f) es un isomor�smo.

Si F es un funtor entonces a veces acortaremos F (X) mediante FX. Procedemos a dar ejemplos

de funtores.

Ejemplo 1.2.14 (Funtor identidad). Sea C una categoría. El funtor identidad de C es IdC : C → C

tal que:

1. Envía cada X ∈ Ob(C) a IdC(X) = X.
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2. Envía cada f ∈ HomC(X,Y ) a IdC(f) = f .

Ejemplo 1.2.15 (Funtor olvido). El funtor olvido en Top es UTop : Top→ Set tal que:

1. Envía cada X ∈ Ob(Top) al conjunto UTop(X) = X.

2. Envía cada f ∈ HomTop(X,Y ) a la función UTop(f) = f .

Y de forma análoga se de�ne el funtor olvido para estructuras algebraicas como podría ser UGrp.

Ejemplo 1.2.16 (Funtor HomC(X, ·)). Sea C categoría con X ∈ Ob(C) �jo. El funtor covariante

HomC(X, ·) : C → Set es tal que

1. Envía cada Y ∈ Ob(C) al conjunto HomC(X, ·)(Y ) = HomC(X,Y ).

2. Envía cada f ∈ HomC(Y,Z) a la función pre-composición f∗ : HomC(X,Y ) → HomC(X,Z)

dada por f∗(g) = f ◦ g.

Ejemplo 1.2.17 (Funtor representable). Sea C categoría y X ∈ Ob(C). El funtor representable es

el funtor KX : Cop → Set tal que:

1. Envía cada Y ∈ Ob(C) al conjunto KX(Y ) = HomC(Y,X).

2. Envía cada f ∈ HomC(Y, Z) a la función post-composición f∗ : HomC(Z,X) → HomC(Y,X)

dada por f∗(g) := g ◦ f .

Ejemplo 1.2.18 (Funtor constante). Si ∗ es un conjunto, de�nimos ∆∗ : C → Set como el funtor

tal que

1. Envía cada X ∈ Ob(C) al conjunto ∗.

2. Envía cada f ∈ HomC(X,Y ) a la función identidad de ∗. Es decir, ∆∗(f) = 1∗.

Ejemplo 1.2.19 (Funtor diagonal). Sea C categoría. De�nimos el funtor diagonal en C, denotado

∆C : C → C × C, como el funtor tal que:

1. Envía cada X ∈ Ob(C) a ∆C(X) = (X,X)).

2. Envía cada f ∈ HomC(X,Y ) a ∆C(f) = (f, f).

Ejemplo 1.2.20 (Producto de funtores). Sean F : C → D y G : C′ → D′ funtores covariantes.

De�nimos el producto de los funtores F y G como el funtor F ×G : C × C′ → D ×D′ tal que:

1. Envía cada (X,Y ) ∈ Ob(C × C′) a (F (X), G(Y )).

2. Envía cada (f, g) ∈ HomC×C′((X,Y ), (X ′, Y ′)) a (F (f), G(g)).
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De�nición 1.2.10 (Funtor �el y pleno). Sea F : C → D funtor covariante y para cada X,Y ∈ Ob(C),

la función FX,Y : HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y )) dada por FX,Y (f) = F (f).

1. Si para cada X,Y ∈ Ob(C) se tiene que FX,Y es inyectiva entonces se dice que F es un funtor

�el.

2. Si para cada X,Y ∈ Ob(C) se tiene que FX,Y es suprayectiva entonces se dice que F es un

funtor pleno.

De�nición 1.2.11 (Transformación natural covariante). Sean F,G : C → D funtores covariantes.

Una transformación natural η de F a G, denotado como η : F → G, es una colección de mor�smos

η = {ηX : F (X) → G(X)}X∈Ob(C) en D tales que para cualquier f ∈ HomC(X,Y ) se tiene

ηY ◦ F (f) = G(f) ◦ ηX (1.1)

En otras palabras (1.1) es equivalente a pedir que el siguiente diagrama conmuta

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ηX

F (f) G(f)

ηY

En caso de que cada ηX en η sea un isomor�smo decimos que η es un isomor�smo natural.

Se de�ne de forma análoga el concepto de transformación natural entre funtores contravariantes.

Ejemplo 1.2.21. Sea el funtor ∗∗ : VectK → VectK que asigna a cada K-espacio vectorial V su

doble dual V ∗∗ y a cada transformación K-lineal f : V → W le asigna la transformación doble

dual f∗∗ : V ∗∗ → W ∗∗. Entonces la colección η = {ηV : V → V ∗∗}V ∈Ob(VectK) con ηV (v) = v̂ y

v̂ : V ∗ → K dada por v̂(ϕ) = ϕ(v), es una transformación natural entre los funtores IdVectK y ∗∗,

puesto que dada una transformación natural f : V →W , el siguiente diagrama conmuta

V V ∗∗

W W ∗∗

ηV

f f∗∗

ηW

Además, si restringimos los funtores a la subcategoría VectfK , se tiene que η es un isomor�smo

natural.

De�nición 1.2.12 (Composición vertical). Sean F,G,H : C → D funtores y α : F → G, β : G→ H

transformaciones naturales. De�nimos la transformación natural composición vertical β◦α : F → H

como {βA ◦ αA}A∈Ob(C).



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE CATEGORÍAS 12

De�nición 1.2.13 (Categoría de funtores). Sean C y D categorías. De�nimos la categoría Fun(C,D)

como aquella tal que Ob(Fun(C,D)) := {F : C → D : F es funtor} y HomFun(C,D)(F,G) :=

Nat(F,G) := {η : F → G : η es transformación natural} tiene por regla de composición la composi-

ción vertical.

1.3. Adjuntos, límites y equivalencias de categorías

Varios de los objetos que aparecen en matemáticas satisfacen alguna propiedad que es universal

en el sentido de que si otro objeto satisface dicha propiedad entonces debe ser isomorfo al objeto

que teniamos en principio. Trabajar mediante objetos de�nidos por propiedades universales, una vez

que aseguramos su existencia, es a veces más cómodo que trabajar con la construcción explícita. En

está sección veremos que, ligados a objetos con propiedades universales hallaremos a los llamados

funtores adjuntos y a los límites de funtores.

Finalmente, de�niremos cuando dos categorías son equivalentes, lo cual signi�ca que es indistinto

estudiar una de otra. Veremos más adelante que los teoremas de Lie establecen una cierta equivalencia

de categorías.

De�nición 1.3.1 (Objeto universal). Sea F : C → D un funtor covariante y B ∈ Ob(D). Un objeto

universal de B a F es una pareja (AB , uB : B → F (AB)) en D tal que para cualquier mor�smo

f : B → F (A′) en D existe un único mor�smo h : AB → A′ en C que hace conmutar el siguiente

diagrama
B F (AB)

F (A′)

uB

f
F (h)

Proposición 1.3.1 (Los objetos universales son únicos). Un objeto universal es único salvo iso-

mor�smos.

Demostración. Sean (AB , uB) y (A′
B , u

′
B) objetos universales de B para F . Entonces por de�nición

1.3.1 existen dos únicos mor�smos f : AB → A′
B y f ′ : A′

B → AB tales que

F (f) ◦ uB = u′B

F (f ′) ◦ u′B = uB

Al sustituir en las igualdades anteriores y de la de�nición de funtor 1.2.8 obtenemos

u′B = F (f) ◦ uB = F (f) ◦ F (f ′) ◦ u′B = F (f ◦ f ′) ◦ u′B

u′B = 1F (AB) ◦ u′B = F (1AB
) ◦ u′B
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pero de la de�nición 1.3.1 tenemos que u′B se factoriza a través de uB de manera única. De la igualdad

anterior obtenemos que f ◦ f ′ = 1A′
B
. De manera análoga, se tiene la otra igualdad f ′ ◦ f = 1AB

,

mostrando que f es isomor�smo.
A F (AB)

F (A′
B)

uB

u′
B

F (f)F (f ′)

Ejemplo 1.3.1 (Compactación de Stone��ech). Sea U : CHaus→ Top el funtor tal que:

1. Envía cada X ∈ Ob(CHaus) a U(X) = X.

2. Envía cada f ∈ HomCHaus(X,Y ) a U(f) = f).

Dado X ∈ Ob(Top), el objeto universal de X a U es una pareja (βX, iX : X → βX) con

βX ∈ Ob(CHaus) tal que, para cualquier función continua f : X → Y , existe una única función

continua h : βX → Y que hace conmutar el siguiente diagrama

X βX

Y

iX

f
h (1.2)

El diagrama 1.2 nos dice que el objeto universal de X a U es, por de�nición, su compactación

de Stone-�ech βX.

De�nición 1.3.2 (Funtores adjuntos). Sean dos funtores covariantes F : C → D y G : D → C.

Se dice que la pareja ordenada (F,G) es una adjunción, o que F y G son funtores adjuntos con F

adjunto izquierdo y G adjunto derecho, si para cualesquiera X ∈ Ob(C) y Y ∈ Ob(D) tenemos un

isomor�smo

ΦX,Y : HomD(F (X), Y ) ∼= HomC(X,G(Y ))

de modo que la familia de las biyecciones son binaturales en el sentido de que el siguiente diagrama

conmuta para cualesquiera f ∈ HomC(X,X
′) y g ∈ HomD(Y

′, Y )

HomD(FX, Y ) HomC(X,GY )

HomD(FX
′, Y ′) HomC(X

′, GY ′)

ΦX,Y

Hom(Ff,g) Hom(f,Gg)

ΦX′,Y ′

donde Hom(Fg, f) := KX′(fg) ◦HomD(FY, ·)(f) y Hom(g,GF ) := KGX′(g) ◦HomC(Y, ·)(GF )

Proposición 1.3.2. Si el funtor F : C → D tiene adjunto derecho G entonces dicho adjunto es

único salvo isomor�smos.
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Demostración. Sea H otro adjunto derecho de F . Entonces por de�nición 1.3.2 ocurre el isomor�smo

binatural HomC(Y,G(X)) ∼= HomD(F (Y ), X) ∼= HomC(Y,H(X)) para todo Y ∈ Ob(C) y X ∈

Ob(D) y en particular existe θD : GD → HD tal que

HomC(GD,GD) HomC(GD,HD)

HomC(GD,GE) HomC(GD,HE)

(θD)∗

(Gf)∗ (Hf)∗

(θE)∗

(1.3)

conmuta para todo f ∈ HomD(D,E). En especial cuando se evalúa el diagrama 1.3 en 1GD tenemos

que para toda f ∈ HomD(D,E) el siguiente diagrama conmuta

GD HD

GE HE

θD

Gf Hf

θE

Concluimos que los funtores G y H son isomorfos.

Ejemplo 1.3.2. Sea D : Set → Top el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio topológico

discreto (X,P(X)), y sea I : Set→ Top el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio topológico

indiscreto (X, {∅, X})1. Entonces se tiene:

HomSet(X,UTop((Y, τ))) = HomTop(D(X), (Y, τ))

HomSet(UTop((Y, τ)), X) = HomTop((Y, τ), I(X))

Las igualdades previas implican que D es funtor adjunto izquierdo del funtor olvido UTop, y que

I es funtor adjunto derecho de UTop.

Proposición 1.3.3. Sea F : C → D funtor. Para todo X ∈ Ob(D) existe un objeto universal de X

a F si y solo si existe un funtor adjunto izquierdo G para F .

Demostración. Supongamos que para todo X ∈ Ob(D) existe un objeto universal (AX , uX : X →

F (AX)) de X a F . Si f ∈ HomD(X,Y ) entonces por la de�nición 1.3.1 de objeto universal existe

una única función f̂ ∈ HomC(AX , AY ) que hace conmutar el siguiente diagrama

X F (AX)

Y F (AY )

uX

f F (f̂)

uY

1Funciones entre espacios discretos y funciones entre espacios indiscretos siempre son continuas.
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Utilizando el axioma de elección podemos de�nir el funtor G : D → C con las siguientes asigna-

ciones:

1. Envía cada X ∈ Ob(D) a G(X) = AX .

2. Envía cada f ∈ HomD(X,Y ) a G(f) = f̂ .

Vamos a corroborar que en efectoG es un funtor. Si tomamos f ∈ HomD(X,Y ) y g ∈ HomD(Y, Z)

entonces del siguiente diagrama conmutativo

X F (AX)

Y F (AY )

Z F (AZ)

g◦f

uX

f F (f̂)

F (ĝ)F (f̂)=F (ĝ◦f̂)
uY

g F (ĝ)

uZ

(1.4)

y de la construcción de G se sigue que debe ocurrir que G(g ◦ f) = ĝ ◦ f = ĝ ◦ f̂ = G(g) ◦ G(f).

Similarmente obtenemos que G(1X) = 1G(X) para todoX ∈ Ob(D). Ahora bien, el cuadrado superior

del diagrama 1.4 nos dice que u = {uX : X → F (AX) = (F ◦G)(X)}X∈Ob(D) es una transformación

natural de IdD a F ◦G. Luego para cada X ∈ Ob(D) y Y ∈ Ob(C) de�nimos la función

UX,Y : HomC(G(X), Y ) → HomD(X,F (Y ))

dada por UX,Y (f) = F (f) ◦ ux. La función UX,Y es biyectiva pues por de�nición 1.3.1 de objeto

universal, para cada g ∈ HomD(X,F (Y )) existe un único f ∈ HomC(G(X), Y ) tal que

F (f) ◦ uX = g

Además, UX,Y es biyección binatural.

Conversamente, si F,G son funtores adjuntos entonces para cada X ∈ Ob(D) tenemos un iso-

mor�smo

HomC(G(X), G(X)) ∼= HomD(X,F (G(X)))

que envía 1G(X) a un ηX : X → F (G(X)). A�rmo que (G(X), ηX) es el objeto universal de X

a F pues si tenemos Y ∈ Ob(C) y f : X → F (Y ) entonces de la biyección HomC(G(X), Y ) ∼=

HomD(X,F (Y )) existe un único h ∈ HomC(G(X), Y ) que es enviado bajo la biyección a f . Ahora,
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de la naturalidad de la biyección se tiene el siguiente diagrama

HomC(G(X), G(X)) HomD(X,F (G(X)))

HomC(G(X), Y ) HomD(X,F (Y ))

∼

h∗ F (h)∗

∼

el cual cuando se aplica a 1G(X) ∈ HomC(G(X), G(X)) implica que f = F (h) ◦ ηX . Y por construc-

ción, el h que nos proporciona la igualad anterior es único. Concluimos que (G(X), ηX) es el objeto

universal de X y que por tanto F tiene objetos universales.

Ahora pasaremos a hablar de límites de funtores.

De�nición 1.3.3 (Cono). Un cono para el funtor covariante F : C → D consta de un objeto

N ∈ Ob(D) junto con una familia de mor�smos {ϕX : N → F (X)}X∈Ob(C) tal que para cualquier

mor�smo f : X → Y se cumple que el siguiente diagrama conmuta

N

F (X) F (Y )

ϕX ϕY

F (f)

De�nición 1.3.4 (Límite). Un límite para el funtor F : C → D es un cono (L, {ϕX}X∈Ob(C)) tal

que para cualquier otro cono (N, {ψX}X∈Ob(C)) existe un único mor�smo u : N → L tal que

∀X ∈ Ob(C)(ϕX ◦ u = ψX)

Se suele denotar al límite del funtor F como ĺım
i∈Ob(I)

F (i)

N

L

F (X) F (Y )

u
ψX ψY

ϕX ϕY

F (f)

Observación 1.3.1. El objeto dual del límite es el llamado colímite, que se denota colim F .

Proposición 1.3.4 (El límite es único). El límite de un funtor F : C → D, en caso de existir, es

único salvo isomor�smos.

Demostración. Supongamos que (L, ϕX) es un límite para el funtor F : C → D. Si (L′, {ϕ′X}) es otro

límite para F entonces de la de�nición 1.3.4 existen dos mor�smos u : L′ → L y u′ : L → L′ tales

que

∀X ∈ Ob(C)(ϕX ◦ u = ϕ′X ∧ ϕ′X ◦ u′ = ϕX)
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L L′

F (X)

u′

ϕX

u

ϕ′
X

y esto implica que ∀X ∈ Ob(C)(ϕX ◦ (u ◦ u′) = ϕX = ϕX ◦ IdL). Pero de la unicidad del mor�smo

según la de�nición 1.3.4 se sigue que u ◦ u′ = 1L. De manera análoga se tiene que u′ ◦ u = 1L′ . Por

tanto u es un isomor�smo y L′ es isomorfo a L.

De�nición 1.3.5 (Categoría completa). La categoría C es completa si para todo funtor F : I → C,

con I con categoría pequeña, existe el límite de F .

Observación 1.3.2. Si I es categoría pequeña como en la de�nición 1.3.5 entonces se acostumbra a

llamar a I un conjunto de índices y no nos importan sus objetos. Por ello acostumbramos a acortar

i ∈ Ob(I) mediante i ∈ I

Ejemplo 1.3.3 (Producto). Sea C categoría discreta con Ob(C) = {1, 2}. Si F : C → D es un funtor

tal que F (1) = X1 y F (2) = X2 entonces el límite de F es un único X1 ×X2 ∈ Ob(D) junto a dos

mor�smos π1 : X1 ×X2 → F (1) y π2 : X1 ×X2 → X2 tales que si tenemos el objeto Y ∈ Ob(D) con

dos mor�smos f1 : Y → X1 y f2 : Y → X2 entonces existe un único mor�smo f : Y → X1 ×X2 que

hace conmutar el siguiente diagrama

Y

X1 X1 ×X2 X2

f
f1 f2

π1 π2

(1.5)

Llamamos a X1×X2 el producto de X1 y X2. Los mor�smos πi, con i ∈ {1, 2}, se conocen como

proyecciones. Podemos hacer el producto de una cantidad arbitraria de objetos de D si consideramos

el límite del funtor F : C → D con C categoría discreta ya no necesariamente de solo dos objetos. Al

único mor�smo de Y a
∏
i∈I

Xi inducido por {fi : Y → Xi}i∈I se le suele denotar por (fi)i∈I .

La existencia de un único mor�smo que hace conmutar el diagrama 1.5 se conoce como la pro-

piedad universal del producto.

De�nición 1.3.6 (Categoría con productos). La categoría C tiene productos si todo funtor F : I →

C, con I categoría discreta pequeña, tiene límite.

Ejemplo 1.3.4 (Igualador). Sea I categoría con Ob(I) = {1, 2} y HomI(1, 2) := {α, β} sus mor-

�smos no triviales. Si F : I → C es funtor tal que F (1) = A, F (2) = B, F (α) = f y F (β) = g

entonces el límite (E, eq) de F se denota Eq(f, g) y se conoce como el igualador de los mor�smos

f y g. Por de�nición 1.3.4 , si (O,m : O → A) es una pareja tal que f ◦m = g ◦m entonces existe
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un único f ∈ HomC(O,E) tal que el siguiente diagrama conmuta

E X Y

O

eq f

g

f
m

(1.6)

La existencia de un único mor�smo que hace conmutar el diagrama 1.6 se conoce como la pro-

piedad universal del igualador.

Observación 1.3.3. El objeto dual del producto es el coproducto, mientras que el objeto dual del

igualador es el coigualador.

De�nición 1.3.7 (Categoría con igualadores). Se dice que la categoría C tiene igualadores si para

cualquier par de objetos A,B ∈ Ob(C) y cualquier par de mor�smos entre ellos f, g ∈ HomC(A,B)

existe su igualador Eq(f, g).

Proposición 1.3.5. Sea C una categoría. C es completa si y solo si C admite productos e igualadores.

Demostración. Si C es completa entonces existe el límite de cualquier funtor F : I → C con I

categoría pequeña. En particular C tiene productos e igualadores.

Conversamente, supongamos que C admite productos e igualadores. Sea el funtor F : I → C con

I categoría pequeña y de�namos el conjunto

Hom(I) :=
⋃
i,j∈I

HomI(i, j)

Sea (E, eq) el igualador de los mor�smos s, t :
∏
i∈I

F (i) →
∏

f∈Hom(I)

F (cod(f)) dados por

s = (F (f) ◦ πdom(f))f∈Hom(I)

t = (πcod(f))f∈Hom(I)

La pareja (E, {πi ◦eq}i∈I) es cono de F pues si f ∈ Hom(I) entonces de la igualdad s◦eq = t◦eq

se sigue que F (f) ◦ (πdom(f) ◦ eq) = πcod(f) ◦ eq.

Dado (N, {ψi}i∈I) cono de F y ψ := (ψi)i∈I entonces para f ∈ Hom(I) se satisface F (f) ◦

ψdom(f) = ψcod(f) y por tanto F (f) ◦ πdom(f) ◦ ψ = πcod(f) ◦ ψ. Se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
N

∏
i∈I

F (i)
∏

g∈Hom(I)

F (cod(g))

F (i) F (j)

ψ t

s

πdom(f) πcod(f)
πf

F (f)

(1.7)
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El diagrama 1.7 muestra que los mor�smos t ◦ ψ y s ◦ ψ satisfacen la propiedad universal del

producto
∏

g∈Hom(I)

F (cod(g)). Por unicidad debe darse la igualdad s ◦ ψ = t ◦ ψ.

Luego, por propiedad universal del igualador, existe un único mor�smo h : N → E tal que

E
∏
i∈I

F (i)
∏

f∈Hom(I)

F (cod(f))

N

eq t

s

h

ψ

y en particular, h : N → E es el único mor�smo tal que el siguiente diagrama conmuta

N

E

F (i) F (j)

hψi ψj

πi◦eq πj◦eq

F (f)

para todo f ∈ HomI(i, j). Se concluye que (E, {πi ◦ eq}i∈I) es el límite de F .

Corolario 1.3.1. Las categorías Set, Grp y Top son completas.

Demostración. Usaremos la proposición 1.3.5. El producto en Set viene a ser el producto usual de

conjuntos, enGrp es el producto directo de grupos y enTop es el producto de los espacios topológicos

equipado con la topología producto. Los tres productos mencionados satisfacen la propiedad universal

del producto. Solo resta dar a conocer la existencia del igualador en los tres casos.

Si f, g : X → Y son funciones entonces de�nimos al conjunto

Eq(f, g) := {x ∈ X : f(x) = g(x)}

y a la inclusión i : Eq(f, g) → X dada por i(x) = x. A�rmo que (Eq(f, g), i) es el igualador de f, g

en Set pues por de�nición f ◦ i = g ◦ i y si h : Z → X es función tal que f ◦ h = g ◦ h entonces

imponer i ◦ u = h conduce a que u = h y forzosamente u : Z → Eq(f, g) dado por u(x) = h(x) es

la única función entre Z y Eq(f, g) que nos da un diagrama de la forma 1.6. Por tanto Set tiene

igualadores.

Si f, g fueran homomor�smos de grupos entonces Eq(f, g) constituye un subgrupo del grupo X,

i es un homomor�smo de grupos y de existir h : Z → X homomor�smo de grupos que cumpla la

propiedad del igualador entonces nuevamente u : Z → Eq(f, g) dado por u(x) = h(x) es el único

mor�smo de grupos que nos da el diagrama conmutativo. Luego, Grp tiene igualadores. Similar-

mente, si f, g son funciones continuas entonces Eq(f, g) equipado con la topología de subespacio y

la inclusión i es el igualador de f y g en Top.
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Proposición 1.3.6 (El límite es continuo). Sea F : C → D funtor covariante y X ∈ Ob(D). Si F

tiene límite, entonces

HomD(X, ĺımF ) ∼= ĺım(HomD(X,F (·)))

Demostración. Sea (L, {πY : L → F (Y )}Y ∈Ob(C)) límite de F . Entonces (HomD(X,L), {(πY )∗ :

HomD(X,L) → HomD(X,F (Y ))}) es un cono para HomD(X, ·) ◦ F : C → Set pues como L es

límite de F entonces para cualquier f : Y → Z se tiene F (f) ◦ πY = πZ y por tanto para cualquier

g ∈ HomD(X,L) se tiene (F (f)∗ ◦ (πy)∗)(g) = F (f) ◦ πY ◦ g = πZ ◦ g = (πZ)∗(g).

L HomD(X,L)

F (Y ) F (Z) HomD(X,F (Y )) HomD(X,F (Z))

πY πZ (πX)∗ (πZ)∗

F (f) F (f)∗

Ahora bien, si (N, {ϕY : N → HomD(X,F (Y ))}Y ∈Ob(C)) es otro cono para HomD(X, ·) ◦ F

entonces dado x ∈ N tenemos una familia {ϕY (x) : X → F (Y )}Y ∈Ob(C) que constituye un cono para

F puesto que al ser N cono se cumple que para cualquier f ∈ HomC(Y, Z) se tiene F (f) ◦ ϕY (x) =

F (f)(ϕY (x)) = (F (f)∗ ◦ ϕY )(x) = ϕZ(x).

N X

HomD(X,F (Y )) HomD(X,F (Z)) F (Y ) F (Z)

ϕY ϕZ ϕY (x) ϕZ(x)

F (f)∗ F (f)

Pero como L es límite de F entonces existe un único hx : X → L tal que ∀Y ∈ Ob(C)(πY ◦ hx =

ϕY (x)). Por lo tanto podemos de�nir una función h : N → HomD(X,L) dada por h(x) = hx. Nótese

que por construcción, h es el único mor�smo que hace conmutar el diagrama que se muestra debajo

a la derecha
X L N HomD(X,L)

F (Y ) HomD(X,F (Y ))

hx

ϕY (x)
πY

h

ϕY
(πY )∗

Concluimos queHomD(X,L) es límite deHomD(X, ·)◦F . Como la proposición 1.3.4 nos dice que

el límite es único salvo isomor�smos entonces debe suceder queHomD(X, ĺımF ) ∼= ĺımHomD(X,F (·)).

Corolario 1.3.2. Sea C categoría con productos, I conjunto de índices y {X} ∪ {Xi} ⊆ Ob(C).

Entonces

HomC(X,
∏
i∈I

Xi) ∼=
∏
i∈I

HomC(X,Xi)

Demostración. Basta aplicar la proposición 1.3.6 al ejemplo 1.3.3.
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Finalizamos con las equivalencias de categorías.

De�nición 1.3.8 (Equivalencia de categorías). Un funtor F : C → D es una equivalencia de

categorías si existe G : D → C junto a α : F ◦G → IdD y β : G ◦ F → IdC isomor�smos naturales.

En caso de existir tal funtor decimos que C y D son categorías equivalentes.

De�nición 1.3.9 (Funtor esencialmente suprayectivo). Un funtor F : C → D es esencialmente

suprayectivo si para todo objeto D ∈ Ob(D) existe un objeto C ∈ Ob(C) tal que FC ∼= D.

Ejemplo 1.3.5. Sea C categoría discreta con Ob(C) = {c} y D categoría con Ob(D) = {d1, d2}

y cuyos únicos mor�smos no triviales son α : d1 → d2 y β : d2 → d1 de tal modo que d1, d2

son isomor�smos. Entonces C y D son categorías equivalentes pues podemos construir el funtor

F : C → D dado por F (c) = d1 y al funtor G : D → C dado por G = ∆{c}. Nótese que la equivalencia

F es �el, plena y esencialmente suprayectiva.

Proposición 1.3.7. Sea un funtor F : C → D. F es equivalencia de categorías si y solo si F es �el,

pleno y esencialmente suprayectivo.

Demostración. Si F es equivalencia de categorías entonces dado D ∈ Ob(D) se tiene el isomor�smo

F (G(D)) ∼= D, de modo que F es esencialmente suprayectivo. SiG◦F ∼= IdD mediante el isomor�smo

natural {ηX : G(F (X)) → X}X∈Ob(C) entonces, dados X,Y ∈ Ob(C), por la naturalidad se tiene el

diagrama
G(F (X)) X

G(F (Y )) Y

ηX

G(F (f)) f

ηY

(1.8)

FX,Y es inyectiva pues si F (f) = F (g) para f, g ∈ HomC(X,Y ) entonces por el diagrama 1.8

sucede que G(F (f)) = η−1
Y ◦ f ◦ ηX = η−1

Y ◦ g ◦ ηX = G(F (g)) y por lo tanto, ya que cada ηX es

un isomor�smo, ocurre que f = g. Para ver que FX,Y es suprayectiva, si g ∈ HomD(F (X), F (Y )),

de�nimos

f = ηY ◦G(g) ◦ η−1
X

y notamos que por diagrama 1.8

G(F (f)) = G(F (ηY )) ◦G(F (G(g))) ◦G(F (η−1
X )) (1.9)

pero por naturalidad G(F (η−1
X )) ◦ η−1

X = η−1
G(F (X)) ◦ η

−1
X y ello implica que G(F (η−1

X )) = η−1
G(F (X)).

Similarmente, G(F (η−1
Y )) = η−1

G(F (Y )) y sustituyendo en 1.9

G(F (f)) = ηG(F (Y )) ◦G(F (G(g))) ◦ η−1
G(F (X)) (1.10)

Nuevamente por naturalidad G(F (G(g))) ◦ η−1
G(F (X)) = η−1

G(F (Y )) ◦G(g) y sustituyendo en 1.10 se
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tiene

G(F (f)) = G(g)

Puede demostrarse que GFX,FY es inyectivo, de manera parecida a como se demuestra que FX,Y

lo es. Se concluye que FX,Y (f) = F (f) = g y por tanto FX,Y es suprayectivo.

Conversamente, si F es �el, pleno y esencialmente suprayectivo entonces dado X ∈ Ob(D) existe

X ′ ∈ Ob(C) tal que ηX : F (X ′) → X es isomor�smo. Asumiendo axioma de elección es posible

de�nir el funtor G : D → C dado por G(X) = X ′ y que, en virtud de que f sea �el y pleno,

manda al mor�smo f ∈ HomC(X,Y ) al único mor�smo f ′ ∈ HomD(F (G(X)), F (G(Y ))) tal que

F (f ′) = η−1
Y ◦ f ◦ ηX y por tanto se obtiene el diagrama 1.8, concluyendo que {ηX}X∈Ob(D) es

isomor�smo natural entre F ◦G y IdD. Por como se de�nió, G también es �el y pleno, y de aquí se

puede hallar, de manera muy similar a como lo hicimos, el isomor�smo natural G ◦F ∼= IdC y así F

es equivalencia de categorías.

1.4. Lema de Yoneda

El lema de Yoneda es poderoso por sus implicaciones. Particularmente veremos que toda categoría

C es equivalente a una subcategoría de Fun(Cop, Set), de modo que estudiar a X ∈ Ob(C) es lo mismo

a estudiar HomC(·, X). La �losofía de Yoneda es conocer al objeto mediante como los demás objetos

se relacionan con él.

De�nición 1.4.1 (Funtor de Yoneda). El funtor de Yoneda es el funtor contravariante K : C →

Fun(Cop,Set) tal que

1. Envía cada X ∈ Ob(C) al funtor representable KX .

2. Envía cada f ∈ HomC(X,Y ) a la transformación natural η(f) := {η(f)A := f∗ : HomC(A,X) →

HomC(A, Y )}A∈Ob(C) donde f∗ es la pre-composición.

Teorema 1.4.1 (Lema de Yoneda). Para cada X ∈ Ob(C) y cada F ∈ Fun(Cop,Set) existe una

biyección entre Nat(Kx, F ) y F (X).

Demostración. Sean X ∈ Ob(C) y F ∈ Fun(Cop,Set). De�nimos

ΦX,F : Nat(KX , F ) → F (X) (1.11)

dada por ΦX,F (α) = αX(1X). Y de�nimos para cada t ∈ F (X) y Y ∈ Ob(C) a

δ
(t)
Y : HomC(Y,X) → F (Y )
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dada por δ(t)Y (f) = (F (f))(t). Nótese que si g ∈ HomSet(Y, Ŷ ) entonces de la de�nición 1.2.9 el

siguiente diagrama conmuta

HomC(Ŷ , X) F (Ŷ )

HomC(Y,X) F (Y )

δ
(t)
Y

g∗ F (g)

δ
(t)
Y

(1.12)

Recordando que KX(Y ) = HomC(Y,X) para Y ∈ Ob(C) entonces tenemos una transformación

natural δ(t) := {δ(t)Y }Y ∈Ob(C). De�nimos

ΨX,F : F (X) → Nat(KX , F )

dada por ΨX,F (t) = δ(t).

A�rmamos que ΦX,F es biyección con inversa ΨX,F pues por un lado, para t ∈ F (X) tenemos

(ΦX,F ◦ΨX,F )(t) = ΦX,F (δ
(t)) = δ

(t)
X (IdX) = (F (1X))(t) = 1F (X)(t) = t

o lo que es lo mismo ΦX,F ◦ ΨX,F = 1F (X). Por otro lado, si α ∈ Nat(KX , F ) entonces para

Y ∈ Ob(C) y s ∈ HomC(Y,X) tenemos, por la de�nición 1.2.9, el siguiente diagrama conmutativo

HomC(Y,X) F (Y )

HomC(X,X) F (X)

αY

s∗

αX

F (s)

del cual se sigue que para α ∈ Nat(KX , F ) se tiene

(αY ◦ s∗)(1X) = αY (s ◦ 1X) = αY (s) = (F (s))(1X) = δ
(αX(1X))
Y (s)

entonces

(ΨX,F ◦ ΦX,F )(α) = ΨX,F (αX(1X)) = δ(αX(1X)) = α

y por tanto

ΨX,F ◦ ΦX,F = 1Nat(KX ,F )

obteniendo la biyección deseada.

Observación 1.4.1. La biyección 1.11 en la demostración del lema de Yoneda es binatural tanto

en X como en F . Esto signi�ca que, para cualesquiera f ∈ HomC(X,Y ) y α ∈ Nat(F,G) , los
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siguientes diagramas conmutan:

Nat(KY , F ) F (Y ) Nat(KX , F ) F (X)

Nat(KX , F ) F (X) Nat(KX , G) G(X)

ΦY,F

η(f) F (f)

ΦX,F

f∗ αX

ΦX,F ΦX,G

Corolario 1.4.1. El funtor de Yoneda K : C → Fun(Cop,Set) es �el y pleno.

Demostración. Sean X,Y ∈ Ob(C). Entonces, como en la de�nición 1.2.10 y por la de�nición 1.4.1

se induce una función FX,Y : HomC(X,Y ) → Nat(KX ,KY ), FX,Y (f) = F (f) = η(f).

Si f, g ∈ HomC(X,Y ) y f ̸= g entonces claramente f∗(1X) ̸= g∗(1X) y por tanto FX,Y (f) =

η(f) ̸= η(g) = FX,Y (g) y FX,Y es inyectiva.

Ahora bien, para ver que FX,Y es sobreyectivo queremos ver que dado η ∈ Nat(KX ,KY ) existe

f ∈ HomC(X,Y ) tal que η = η(f), lo que signi�ca que para todo g ∈ HomC(W,X) debe suceder

que ηW = f ◦ g. Eligiendo a f como el correspondiente a η bajo la biyección de Yoneda 1.11

f := ΦX,KY
(η) = ηX(1X) se tiene, en virtud de que η es transformación natural, que para g ∈

HomC(W,X) se cumple el siguiente diagrama conmutativo

homC(X,X) HomC(X,Y )

HomC(W,X) HomC(W,Y )

ηX

g∗ g∗

ηW

(1.13)

y de 1.13 aplicado a 1X se sigue que ηW (g) = f ◦ g. Por tanto tenemos η = η(f), justo como

queríamos.

Concluimos que FX,Y es biyectivo, y de aquí que el funtor de Yoneda K es �el y pleno.

Observación 1.4.2. Como consecuencia inmediata del corolario 1.4.1 se tiene por la proposición

1.3.7 que el funtor de Yoneda K : C → Fun(Cop,Set) induce una subcategoría en Fun(Cop,Set),

cuyos objetos son de la forma KX , que es equivalente como categoría a C.

De�nición 1.4.2 (Pregavillas). Sea C categoría. La subcategoría de Fun(Cop,Set) de la observación

1.4.2 se conoce como la categoría de funtores representables o pregavillas y se denota por PreC.

Lema 1.4.1. Sea F : C → D es funtor �el y pleno. Si F (X) ∼= F (Y ) entonces X ∼= Y .

Demostración. Solo demostraremos el caso covariante, pues el caso contravariante es similar. Sea

h : F (X) → F (Y ) isomor�smo. Por hipótesis de que F es pleno existe un único f : X → Y tal que

F (f) = h y un único g : Y → X tal que F (g) = h−1. Luego entonces

F (1X) = 1F (X) = h−1 ◦ h = F (g) ◦ F (f) = F (fg)
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pero por ser F �el debe ser que f ◦ g = 1X . Análogamente debe suceder que g ◦ f = 1Y . Por lo tanto

f es un isomor�smo entre X y Y .

Corolario 1.4.2. Sea C categoría y X,Y ∈ Ob(C). Entonces X ∼= Y si y solo si KX
∼= KY .

Demostración. Si X y Y son isomorfos entonces KX y KY son isomorfos pues los funtores respetan

isomor�smos por la proposición 1.2.6. Si KX y KY son isomorfos entonces X y Y son isomorfos

como consecuencia del lema 1.4.1 y del corolario 1.4.1.

Corolario 1.4.3. Sean los funtores F : C → D y G : D → C tales que la pareja (F,G) es una

adjunción. Entonces F preserva límites.

Demostración. Sea I un conjunto de índices y H : I → C funtor con límite (X, {pi : X → Xi}i∈I).

Luego (F (X), {F (pi) : F (X) → F (Xi)}i∈I) es cono de F ◦H. Ahora bien, si Z ∈ Ob(D) entonces

HomD(F (X), Z) ∼= HomC(ĺımH,G(Z)) (1.14)

∼= ĺımHomC(H(·), G(Z)) (1.15)

∼= ĺımHomC(F ◦H(·), Z) (1.16)

∼= HomC(ĺımF ◦H,Z) (1.17)

Los isomor�smos en 1.14 y 1.16 se debe a la de�nición 1.3.2 de funtores adjuntos; y los isomor-

�smos 1.15 y 1.17 se deben a la proposición 1.3.6. Además, 1.17 implica que

KZ(F (X)) ∼= KZ(ĺımF ◦H) (1.18)

Aplicando el corolario 1.4.2 a 1.18 se sigue que

F (X) ∼= ĺımF ◦H

Por tanto F preserva límites.



Capítulo 2

Geometría Diferencial

Un grupo de Lie es un objeto que combina las estructuras de grupo con la de una variedad

diferenciable, de modo que todas sus operaciones son suaves. Por su parte, una variedad es un

objeto geométrico que, a nivel local, se asemeja a un espacio euclidiano. Dada esta relación, es

menester un capítulo con secciones dedicadas a la revisión de conceptos como variedades, espacio

tangente y campos vectoriales. Estos dos últimos siendo particularmente importantes, ya que se

utilizan al de�nir el álgebra de Lie de un grupo de Lie.

Para trabajar teoremas que utilizaremos más adelante incluimos el estudio de subvariedades,

espacios cubrientes y enunciamos el teorema de Frobenius.

Para este capítulo nos basaremos principalmente en [Lee09], [Fer24] y [Lee03].

2.1. Variedades

Comenzamos con la de�nición de variedad topológica para luego inducir sobre cualquier conjunto

M con cierta estructura diferenciable A una topología. Si con la topología inducida, M resulta ser

una variedad topológica entonces el espacio topológico M junto a su estructura diferenciable será

una variedad diferenciable.

Cabe aclarar que en esta tesis toda vecindad de un punto hace referencia a un abierto cual sea

al cual el punto pertenece.

Observación 2.1.1. Por R0 nos referiremos a un conjunto unitario {∗} equipado con la topología

discreta, y con N0 denotamos al conjunto N ∪ {0}. Por convención estableceremos que cualquier

función de la forma f : R0 → Rn o f : Rn → R0 es de clase C∞.

Recordemos algunas de�niciones básicas de topología general.

De�nición 2.1.1 (Homeomor�smo). Sean X y Y dos espacios topológicos. Una función f : X → Y

es un homeomor�smo si se satisface lo siguiente:

26
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1. f es continua.

2. f es invertible y f−1 también es continua.

Además, en caso de existir un homeomor�smo f : X → Y diremos que los espacios topológicos X y

Y son homeomorfos y lo denotamos X ∼= Y .

De�nición 2.1.2 (Espacio de Hausdor�). Un espacio topológico X es un espacio de Hausdor� o

T2 si para cualesquiera x, y ∈ X con x ̸= y existen dos abiertos U y V en X tales que x ∈ U , y ∈ U

y U ∩ V = ∅. A veces simplemente diremos que X es Hausdor� para referirnos a que X es espacio

de Hausdor�.

De�nición 2.1.3 (Cubierta). Sea X un espacio topológico. Una familia de subconjuntos U ⊆ P(X)

es una cubierta de X si ⋃
U = X

En caso de que cada elemento de U sea un abierto de X, diremos que U es una cubierta abierta de

X.

De�nición 2.1.4 (Re�namiento de una cubierta). Sea X espacio topológico con U y V cubiertas

de X. V es re�namiento de U si

∀v ∈ V ∃u ∈ U (v ⊆ u)

De�nición 2.1.5 (Familia localmente �nita). Sea X espacio topológico. Una familia de subconjuntos

U ⊆ P(X) es localmente �nita si para cada x ∈ X existe una vecindad Ux de x tal que solo una

cantidad �nita de elementos en U tiene intersección no vacía con Ux.

De�nición 2.1.6 (Espacio paracompacto). Un espacio topológico X es paracompacto si toda cu-

bierta abierta de X admite un re�namiento localmente �nito.

Ahora podemos dar la de�nición de variedad topológica.

De�nición 2.1.7 (Variedad topológica). Sea n ∈ N0. Una variedad topológica n-dimensional (O

también lo llamaremos n-variedad) es un espacio topológico M Hausdor� y paracompacto tal que

para todo punto p ∈M existe una vecindad U de p que es homeomorfo a un abierto V de Rn.

Observación 2.1.2 (Espacio localmente euclidiano). En general, un espacio topológico M tal que

todo punto p ∈ M tiene una vecindad homeomorfa a una vecindad de algún Rn, con n ∈ N, se dirá

que es localmente euclidiano.

Observación 2.1.3. Si M es n-variedad entonces escribiremos dim(M) = n.

Ejemplo 2.1.1 (Circunferencia unitaria como variedad topológica). El círculo unitario

S1 := {z ∈ C : |z| = 1}
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con la topología de subespacio es una 1-variedad topológica pues si z0 ∈ S1 con θz0 := arg(z0) entonces

podemos dar un homeomor�smo local fz0 : Uz0 → (θz0 − π, θz0 + π) en z0 dado por fz0(z) = arg(z)

donde Uz0 := {z ∈ S1 : arg(z) ∈ (θz0 − π, θz0 + π)}.

Ejemplo 2.1.2 (Producto de variedades topológicas). Si M1 y M2 son variedades topológicas, de

dimensión n1 y n2 respectivamente, entonces M1 ×M2 equipado con la topología producto es una

variedad topológica (n1 + n2)-dimensional pues dado (p, q) ∈ M1 ×M2, existe un abierto U en M1

homeomorfo a Rn1 y un abierto V en M2 homeomorfo a Rn2 de modo que (p, q) ∈ U × V con

U × V abierto en el espacio M1 × M2 homeomorfo a un abierto en Rn1 × Rn2 que a su vez es

homeomorfo a un abierto en Rn1+n2 . Por ello es que el toro n-dimensional Tn := (S1)n es una

n-variedad topológica.

Si deseamos que un conjunto cualesquiera M sea variedad topológica entonces en primer lugar

debería ser o un espacio discreto ó localmente euclidiano, siendo necesario para lo segundo que

cada punto pertenezca a un subconjunto que sea biyectable a Rn. De este planteamiento se sigue la

siguiente de�nición.

De�nición 2.1.8 (Carta). Sea M conjunto y n ∈ N0 �jo. Una carta en M es una biyección x de un

subconjunto U ⊆M en un abierto V de Rn. Denotamos a la carta por la pareja (U, x). Llamamos a

xi := πi ◦ x

la i-ésima función coordenada de la parametrización x de la carta. Si p ∈ U entonces decimos que

(U, x) es carta de p.

Pero una sola carta de M no siempre es su�ciente. Tal como se ve en el ejemplo 2.1.1, el homeo-

mor�smo no es global, hay un punto de la circunferencia que no se mapea para poder trabajar con

abiertos en el codominio. Por tanto, ocupamos una familia de éstas cartas. A la familia de cartas le

exigimos que la familia de dominios sea una cubierta del conjuntoM y que los solapes entre dominios

de cartas vayan a subconjuntos abiertos de Rn mediante cierta regularidad.

De�nición 2.1.9 (Atlas). Sea A = {(Uα, xα)}α∈A una colección de cartas en M . Decimos que A

es un atlas de clase Cr si:

1.
⋃
α∈A

Uα =M .

2. Para cualesquiera α, β ∈ A se tiene que xα[Uα ∩ Uβ ] es abierto en Rn.

3. Para cualesquiera α, β ∈ A, si Uα ∩ Uβ ̸= ∅ entonces la función de transición xβ |Uα∩Uβ
◦

x−1
α |xα[Uα∩Uβ ] es un C

r-difeomor�smo.

Observación 2.1.4. Desde este momento, cada que mencionemos carta, nos referiremos a cartas

de algún atlas de clase Cr.
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De�nición 2.1.10 (Atlas equivalentes). Dos atlas A y A′ de M de clase Cr son equivalentes si

A ∪A′ también es un atlas de M de clase Cr.

Observación 2.1.5. Sea M variedad. La relación A ∼ A′ si y solo si A y A′ son atlas de clase Cr

equivalentes resulta ser de equivalencia en el conjunto de atlas de M de clase Cr. La unión de todos

los atlas de clase Cr en una clase de equivalencia es también un atlas de esa clase de equivalencia.

Tal atlas es un atlas maximal de clase Cr ya que no está contenido propiamente en otro atlas de la

clase. Se sigue que todo atlas de clase Cr está contenido en un atlas maximal.

De�nición 2.1.11 (Estructura diferenciable). Una estructura diferenciable de clase Cr en M es

una clase de equivalencia de un atlas de clase Cr en M . Diremos que una estructura diferenciable

de clase C∞ es una estructura suave.

Ejemplo 2.1.3 (Estructura trivial). {(IdRn ,Rn)} es un atlas de una sola carta para Rn que deter-

mina una estructura diferenciable suave en Rn.

De�nición 2.1.12 (Carta compatible). Una carta (U, x) es compatible con un atlas A de clase Cr

si A ∪ {(U, x)} sigue siendo un atlas de clase Cr.

Lema 2.1.1. Sea M un conjunto con una estructura diferenciable de clase Cr dada por el atlas

A = {(Uα, xα)}α∈A. Si (U, x) y (V, y) son cartas compatibles con A tales que U ∩ V ̸= ∅. Entonces

la carta (U ∩ V, x|U∩V ) también es compatible con A y por tanto está en el atlas maximal generado

por A. Además, si O es abierto de x[U ] para una carta compatible (U, x) entonces (x−1[O], x|x−1[O])

es también carta compatible.

Demostración. Lema 1.30 de [Lee09].

Observación 2.1.6. En virtud del lema anterior, si A = {(Uα, xα)}α∈A es un atlas maximal

(Como puede ser la unión de los elementos en una estructura diferenciable) entonces la familia

{Uα}α∈A provee una base para una topología en M llamada la topología inducida por el atlas (O la

topología inducida por la estructura diferenciable) enM . Además, dicha topología es tal que cualquier

parametrización xα en el atlas es un homeomor�smo.

De�nición 2.1.13 (Variedad Diferenciable). Una variedad diferenciable de clase Cr es un conjun-

to M con una estructura diferenciable de clase Cr en M de modo que topología inducida por la

estructura diferenciable es Hausdor� paracompacta.

Observación 2.1.7. Podemos considerar a una variedad diferenciable como una pareja (M,A)

donde M es un espacio topológico con la topología inducida por el atlas maximal que determina el

atlas A. Además, por las restricciones que impone la de�nición 2.1.13, M es en efecto una variedad

topológica y la dimensión de M como variedad diferenciable es la dimensión que tiene como variedad

topológica.
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De�nición 2.1.14 (Función diferenciable). Sean (M,AM ) y (N,AN ) variedades de clase Ck. Una

función f : M → N es de clase Cr (O es r veces diferenciable o Cr-diferenciable, donde r ≤ k) en

p ∈ M si existe una carta (V, y) en AN con f(p) ∈ V y una carta (U, x) en AM con p ∈ U tal que

f [U ] ⊆ V y

y ◦ f ◦ x−1

es de clase Cr en x(p). Si f es Cr-diferenciable en todo p ∈ M entonces decimos que f es función

de clase Cr.

Las funciones de clase C∞ se dicen funciones suaves. Y las funciones de clase C0 serán, por

convención, las funciones continuas.

Observación 2.1.8. Nótese que el hecho de que una función sea de clase Cr en un punto no depende

de una carta en especial sino del comportamiento local de la función en ese punto. Si f : M → N

es de clase Cr en p ∈ M entonces existe una carta (U, x) de p y una carta (V, y) de f(p) tales que

y ◦ f ◦ x−1 es de clase Cr. Si (U ′, x′) es carta de p y (V ′, y′) es carta de f(p) entonces

y′ ◦ f ◦ x′−1 = (y′ ◦ y−1) ◦ (y ◦ f ◦ x−1) ◦ (x ◦ x′−1)|x[U ]∩x′[U ′]

es composición de funciones de clase Cr y es, por tanto, de clase Cr.

Proposición 2.1.1. Si f :M → N es Cr-diferenciable entonces es continua.

Demostración. Como f es Cr-diferenciable entonces y ◦ f ◦ x−1 es de clase Cr y en particular es

continua. Si W ⊆ N es abierto entonces (y−1 ◦ (y ◦ f ◦ x−1))−1[W ] = (f ◦ x−1)−1[W ] es abierto y

entonces x−1[(f ◦ x−1)−1[W ]] = f−1[W ] es abierto.

Proposición 2.1.2. Si f :M → N es de clase Cr y g : N → P es de clase Cr entonces g ◦ f es de

clase Cr en p.

Demostración. Como f es de clase Cr en p existe una carta (U, x) de p y una carta (V, y) de f(p)

tales que y ◦ f ◦ x−1 es de clase Cr. Además, por la observación 2.1.8 existe una carta (W, z) de

g(f(p)) tal que z ◦ g ◦ y−1 es de clase Cr. Finalmente,

z ◦ (g ◦ f) ◦ x−1 = (z ◦ g ◦ y−1) ◦ (y ◦ f ◦ x−1)

es de clase Cr. Por tanto g ◦ f es de clase Cr en p.

De�nición 2.1.15 (Difeomor�smo). Sean M y N variedades suaves. Una función f : M → N tal

que f y f−1 son de clase Cr es un difeomor�smo de clase Cr. En caso de que r = ∞ simplemente

decimos que f es un difeomor�smo. Además, en caso de que exista un difeomor�smo de clase Cr

entre M y N variedades diferenciables de clase Cr, decimos que M y N son variedades difeomorfas.
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Observación 2.1.9. Sea M n-variedad de clase Cr. Si (U, x) es carta de M entonces x es un

difeomor�smo local de clase Cr entre U y el abierto x[U ] de Rn puesto que la función x◦x−1 = Idx[U ]

es suave invertible y por lo tanto es de clase Cr.

Proposición 2.1.3 (Producto de variedades diferenciables). Si (M1,A1) y (M2,A2) son variedades

diferenciables de dimensiones m1 y m2 respectivamente, entonces

(M1×M2, {Uα×Vβ , (π1◦xα◦πM1
, ..., πm1

◦xα◦πM1
, π1◦yβ◦πM2

, ..., πm2
◦yβ◦πM2

)}((Uα,xα),(Vβ ,yβ))∈A1×A2
)

es una variedad diferenciable de dimensión m1 +m2.

Demostración. Como está de�nido, el espacio M1 ×M2 es localmente euclideano y está equipado

con la topología producto de las topologías inducidas por los respectivos atlas. El producto es T2

porque es producto de espacios T2.

Por otro lado, como una variedadM es localmente euclideana entonces es localmente metrizable,

y por el teorema de Smirnov (Puede consultarse como el teorema 42.1 en [Mun+02]) se tiene que M

es metrizable. Como el producto de espacios metrizables vuelve a ser metrizable entonces M1 ×M2

es metrizable y por lo tanto, nuevamente por el teorema de Smirnov, es paracompacto.

Observación 2.1.10 (Grupo de difeomor�smos). El conjunto de difeomor�smos forma un grupo con

la composición, denotamos al conjunto de difeomor�smos de clase Cr por Diffr(M). Convenimos

en que Diff∞(M) =: Diff(M) y que Diff0(M) denote el grupo de homeomor�smos de M en sí

mismo.

Los siguientes dos lemas serán útiles para construir variedades diferenciables.

Lema 2.1.2. Sea (M, τ) espacio topológico con un atlas de clase Cr. Si cada carta (U, x) del atlas

tiene como dominio U un abierto de M y x es homeomor�smo con la topología de M entonces

τ coincide con la topología inducida por la estructura diferenciable mencionada en la observación

2.1.6.

Demostración. Lema 1.35 de [Lee09].

Lema 2.1.3. Sea M un conjunto con A = {(Uα, xα)}α∈A un atlas de clase Cr. Entonces:

1. Si

∀p, q ∈M(p ̸= q → (∃α, β ∈ A(Uα ∩ Uβ = ∅ ∧ p ∈ Uα ∧ q ∈ Uβ)) ∨ (∃γ ∈ A(p, q ∈ Uγ)))

entonces la topología inducida por A es T2.

2. Si A es numerable entonces la topología inducida por A es segundo numerable.
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3. Si

∀α0 ∈ A(|{α ∈ A : Uα ∩ Uα0
̸= ∅}| ≤ ℵ0)

entonces la topología inducida por A es paracompacta.

Demostración. Proposición 1.32 de [Lee09].

Son relevantes aquellas variedades diferenciables cuyas funciones de transición son in�nitamente

diferenciables. De aquí proviene la siguiente de�nición.

De�nición 2.1.16 (Variedad suave). Una variedad diferenciable de clase C∞ se conoce como una

variedad suave. Un atlas de clase C∞ se dice que es un atlas suave.

Ejemplo 2.1.4 (Circunferencia unitaria como variedad suave). Retomando el ejemplo 2.1.1 a�r-

mamos que la familia {Uz0 , fz0}z0∈S1 es un atlas de clase C∞ para S1 pues dados α, β ∈ S1 se tiene

que fα[Uα ∩ Uβ ] = (α − π, α + π) ∩ (β − π, β + π) es abierto en R y en el caso de que sucediera

Uα ∩Uβ ̸= ∅ se aprecia que la función de transición fβ ◦ f−1
α |fα[Uα∩Uβ ] = Idfα[Uα∩Uβ ] es suave. Por

lo tanto, el atlas induce una estructura diferenciable suave A en S1. Como además cada fα es un

homeomor�smo con la topología de subespacio de S1 entonces por el lema 2.1.2 la topología inducida

por A coincide con la topología de subespacio de S1 que resulta ser T2 y paracompacta. Se concluye

que (S1,A) es una variedad suave.

Ejemplo 2.1.5 (Espacios vectoriales). Si V es R-espacio vectorial de dimensión �nita n con base

{vi}ni=1 entonces la carta global x : V → Rn dada por x(
n∑
i=1

aivi) = (a1, ..., an) dota a V de un

atlas suave A = {(V, x)}. Como A es atlas suave y satisface las condiciones del lema 2.1.3 entonces

(V,A) es una variedad suave. Se sigue que todo R-espacio vectorial de dimensión n ∈ N puede ser

considerado una n-variedad suave.

De�nición 2.1.17 (Categoría de variedades diferenciables). ConsideramosManr la categoría cuyos

objetos son variedades diferenciable de clase Cr y cuyos mor�smos son funciones diferenciables de

clase Cr. En caso de que r = ∞ denotamos a la categoría de variedades suaves por Man y a veces

simplemente nos referiremos a ella como la categoría de variedades diferenciables.

Observación 2.1.11. Por la observación 2.1.6, toda variedad suave M es un espacio topológico.

Además, si f : M → N es diferenciable entonces f es continua. Por ello, podemos de�nir el fun-

tor olvido UMan,Top : Man → Top. Este funtor es �el, más no es pleno porque no toda función

continua es diferenciable. Además, por la construcción de la topología inducida por una variedad en

la observación 2.1.6 y la proposición 2.1.3, la topología inducida por el producto de dos variedades

coincide con la topología producto de los dos espacios topológicos inducidos. Esto último indica que

el funtor UMan,Top preserva productos �nitos.
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De�nición 2.1.18 (Categoría de variedades punteadas). La categoría de variedades punteadas es

aquella que tiene por objetos a los pares (M,p) con M variedad suave y p ∈ M . Un mor�smo f

entre (M,p) y (N, q) es una función suave f :M → N tal que f(p) = q. Denotamos a esta categoría

mediante Man∗.

2.2. Espacio tangente

El espacio tangente de una variedad suave en un punto va a ser el análogo al hiperplano que

mejor se aproxima a una hipersuper�cie. En efecto, el espacio tangente nos dará información sobre

el comportamiento local de una variedad suave, del mismo modo que una recta tangente nos habla

de las propiedades locales de una curva.

De�nición 2.2.1 (Germen). SeaM variedad suave y p ∈M . Las funciones f : U → R y g : V → R,

con U y V vecindades de p, tienen el mismo germen en p si existe una vecindad W de p tal que

W ⊆ U ∩ V y f |W = g|W .

Observación 2.2.1. Sea M variedad suave y p ∈ M . En el conjunto {f : U → R | U es vecindad

de p y f es suave } de�nimos la relación f ∼ g si y solo si f y g tienen el mismo germen en p.

Puede veri�carse que la relación ∼ es de equivalencia.

De�nición 2.2.2. Sea M variedad y p ∈M . Al conjunto de clases de equivalencia de funciones que

tienen el mismo germen en p se le denota por C∞
p (M).

Observación 2.2.2. Dada f : U → R función suave en U vecindad de p ∈ M , la clase de equiva-

lencia [f ] se conoce como el germen de f en p. Ya que para cualquier g ∈ [f ] se tiene g(p) = f(p)

entonces consideraremos [f ](p) := f(p). Además, para no sobrecargar la notación, a veces cuando

escribamos f ∈ C∞
p (M) nos referiremos a [f ] por medio de f .

Proposición 2.2.1. Sea M variedad suave y p ∈ M . El conjunto C∞
p (M) tiene estructura de

R-álgebra.

Demostración. Dados [f ], [g] ∈ C∞
p (M) y λ ∈ R, de�nimos las operaciones

[f ] + [g] = [f + g]

λ[f ] = [λf ]

[f ][g] = [fg]

Puede comprobarse que las operaciones están bien de�nidas y que dotan a C∞
p (M) de la estruc-

tura de R-álgebra.
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De�nición 2.2.3 (Vector tangente). Sea M variedad suave. Un vector tangente vp en p ∈M es un

funcional lineal vp : C∞
p (M) → R que satisface la regla de Leibniz

∀f, g ∈ C∞
p (M) (vp(fg) = g(p)vp(f) + f(p)vp(g))

Proposición 2.2.2 (Espacio tangente). El conjunto de vectores tangentes en p ∈M , denotado por

TpM , tiene estructura de R-espacio vectorial. A dicho espacio lo llamamos el espacio tangente de

M en p.

Demostración. Basta ver TpM es subespacio vectorial del espacio de funciones lineales de C∞
p (M)

en R. Primero, si up, vp ∈ TpM y f, g ∈ C∞
p (M) entonces

(up + vp)(fg) = up(fg) + vp(fg) = g(p)[(up + vp)(f)] + f(p)[(up + vp)(g)]

y así up + vp ∈ TpM . Por último, si λ ∈ R entonces

(λvp)(fg) = λ(vp(fg)) = λ(g(p)vp(f) + f(p)vp(g)) = g(p)(λvp)(g) + f(p)(λvp)(g)

y así λvp ∈ TpM .

Observación 2.2.3. De la regla de Leibniz se sigue que al evaluar un germen constante [c] en un

vector v ∈ TpM se tiene v([c]) = 0 pues

v([c]) = c · v([1]) = c · v([1][1]) = c(2 · v([1])) = 2 · v([c])

A veces nos referiremos a las funciones que son lineales y que cumplen la regla de Leibniz como

derivaciones. En concreto, un vector v ∈ TpM es una derivación en C∞
p (M).

Proposición 2.2.3. Si (U, x) es carta de la variedad M en p entonces la función ∂
∂xi

|p : C∞
p (M) →

R dada por
∂

∂xi
|p(f) :=

∂(f ◦ x−1)

∂yi
|x(p)

es un vector tangente en p.

Demostración. Como veremos, las propiedades de derivación van a seguirse de las propiedades de la

i-ésima derivada parcial habitual. Primero, si f, g ∈ C∞
p (M) y λ ∈ R entonces

∂

∂xi
|p(f + λg) =

∂((f + λg) ◦ x−1)

∂yi
|x(p) =

∂(f ◦ x−1 + λg ◦ x−1)

∂yi
|x(p) =

∂

∂xi
|p(f) + λ

∂

∂xi
|p(g)
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Por último, calculamos

∂

∂xi
|p(fg) =

∂(f ◦ x−1 · g ◦ x−1)

∂yi
|x(p)

= f(x−1(x(p)))
∂(g ◦ x−1)

∂yi
|xp

+ g(x−1(x(p)))
∂(f ◦ x−1)

∂yi
|x(p)

= f(p)
∂

∂xi
|p(f) + g(p)

∂

∂xi
|p(f)

Es posible identi�car al espacio tangente mediante una descripción más algebraica. Una descrip-

ción análoga es la que se toma cuando se de�ne el espacio tangente para variedades algebraicas en

el contexto de geometría algebraica, donde no tenemos nociones de diferenciabilidad.

Proposición 2.2.4. El conjunto

mp := {f ∈ C∞
p (M) : f(p) = 0}

es un ideal maximal de C∞
p (M).

Demostración. El conjunto es ideal ya que si f, g ∈ mp entonces (f + g)(p) = f(p) + g(p) = 0 y

por tanto f + g ∈ mp. Y si h ∈ C∞
p (M) entonces (hf)(p) = h(p)f(p) = h(p) · 0 = 0 y por tanto

hf ∈ C∞
p (M).

El ideal es maximal ya que si I es un ideal tal que mp ⊊ I ⊆ C∞
p (M) entonces existe un f ∈ I

con f(p) ̸= 0 y por continuidad existe una vecindad U de p donde f no es nula. Luego, por ser I

ideal se tiene que 1
f f = 1 ∈ I y por tanto I =M .

Proposición 2.2.5. Sea M variedad suave con p ∈M . Entonces

TpM ∼= (mp/m
2
p)

∗

Demostración. De�nimos la función lineal F : TpM → (mp/m
2
p)

∗ dada por F (v)(f +m2
p) = v(f), la

cual es un funcional lineal porque v lo es. F está bien de�nida pues si s, t ∈ mp entonce por Leibniz

ocurre que v(st) = s(p)v(t) + t(p)v(s) = 0 y por lo tanto si f +m2
p = g +m2

p entonces v(f) = v(g).

F es inyectiva pues si F (v) = 0 entonces dado g ∈ C∞
p (M) se tiene 0 = F (v)(g +m2

p) = v(g) y

por tanto v = 0.

F es suprayectiva pues si tenemos L : mp/m
2
p → R entonces podemos de�nir el vector tangente

v ∈ TpM dado por v(g) = L(g−g(p)+m2
p), el cual en efecto satisface la regla de Leibniz pues dados

f, g ∈ C∞
p (M) se tiene

v(fg) = L(fg−(fg)(p)+(f(p)−f)(g−g(p))+m2
p) = f(p)(L(g−g(p)+m2

p))+g(p)(L(f−f(p)+m2
p))
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y por tanto

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)

Además v es tal que dado f ∈ mp se tiene

F (v)(f +m2
p) = v(f) = v(f + f(p)) = L(f +m2

p)

y por tanto F (v) = L. Concluimos que F es un isomor�smo entre TpM y (mp/m
2
p)

∗.

Como todo espacio vectorial, el espacio tangente tendrá una base y un correspondiente espacio

dual.

Proposición 2.2.6 (Base coordenada). Sea M n-variedad y (U, x) carta de M con p ∈ M . La

n-tupla de derivaciones { ∂
∂xi

|p}ni=1 es una base para TpM . Además, v ∈ TpM se escribe como la

siguiente combinación lineal

v =

n∑
i=1

v(xi)
∂

∂xi
|p

Demostración. Teorema 2.10 de [Lee09].

Observación 2.2.4. Sea M n-variedad suave. En virtud de que por la proposición 2.2.6 TpM es R-

espacio vectorial con base { ∂
∂xi

|p}ni=1 podemos construir una base dual {dxi}ni=1 para T
∗
pM := (TpM)∗

donde dxi : TpM → R es un funcional lineal de�nido en la base del espacio mediante

dxi(
∂

∂xj
|p) = δij

Hasta el momento hemos asociado a cada punto de una variedad un espacio vectorial. Ahora

asociaremos a cada función suave una transformación lineal.

De�nición 2.2.4 (Función tangente). Sean M y N variedades suaves, f :M → N suave y p ∈M .

La función tangente de f en p es la función Tpf : TpM → Tf(p)N dada por (Tpf(vp))(g) := vp(g◦f).

M N TpM Tf(p)N
f Tpf

Proposición 2.2.7. La función tangente de la de�nición 2.2.4 está bien de�nida y es R-lineal.

Demostración. Si g y h son iguales en la vecindad W de f(p) entonces

g ◦ f |f−1[W ]∩dom(g)∩dom(h) = h ◦ f |f−1[W ]∩dom(g)∩dom(h)

y por tanto (Tpf(vp))(g) = (Tpf(vp))(h).
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Veamos que es lineal: Sean up, vp ∈ TpM , λ ∈ R, f :M → N suave y g ∈ C∞
f(p)(N). Entonces

(Tpf(up + λvp))(g) = up(g ◦ f) + λvp(g ◦ f) = (Tpf(up))(g) + λ(Tpf(vp))(g)

y así Tpf(up + λvp) = Tpf(up) + λTpf(vp).

Observación 2.2.5. Sea M variedad suave. Si p ∈M , v ∈ TpM y f ∈ C∞
p (M) entonces

((Tp1M )(v))(f) = v(f ◦ 1M ) = v(f) = (1TpM (v))(f)

y se sigue que Tp1M = 1TpM .

Proposición 2.2.8 (Regla de la cadena). Sean f : M → N y g : N → P funciones suaves. Para

cada p ∈M tenemos que

Tp(g ◦ f) = (Tf(p)g) ◦ (Tpf)

Demostración. Sea vp ∈ TpM y h ∈ C∞
p (P ). Entonces

((Tf(p)g) ◦ (Tpf)(vp))(h) = (Tpf(vp))(h ◦ g) = vp(h ◦ g ◦ f) = (Tp(g ◦ f)(vp))(h)

y así se tiene la igualdad deseada.

Por la observación 2.2.5 y la regla de la cadena podemos de�nir el funtor tangente puntual.

De�nición 2.2.5 (Funtor tangente puntual). El funtor tangente puntual T∗ :Man∗ → VectR envía

cada variedad punteada (M,p) al espacio tangente TpM , y cada mor�smo f : (M,p) → (N, q) a la

transformación R-lineal Tpf : TpM → Tf(p)N .

Corolario 2.2.1. Sean M y N variedades suaves. Si p ∈ M y f : M → N es un difeomor�smo

entonces Tpf es un isomor�smo lineal.

Demostración. Basta aplicar la proposición 1.2.6 al funtor tangente puntual de la de�nición 2.2.5.

Para mostrar que los conceptos de esta sección son una generalización de aquellos provenientes

del cálculo diferencial en Rn, calcularemos el espacio tangente de Rn.

Observación 2.2.6. Asumiremos la convención de que dada la función f : X → Rn entonces fj

denotará a la j-ésima función coordenada de f . Es decir, si j ∈ {1, ..., n}} entonces fj = πj ◦ f ,

donde πj((x1, ..., xn)) = xj.

Ejemplo 2.2.1 (Espacio tangente y función tangente en los Rn y en espacios vectoriales). Sea

Rn con la estructura diferenciable trivial. Si p ∈ Rn entonces usando la carta (Rn, 1Rn) y tomando
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f ∈ C∞
p (Rn) tenemos que

∂

∂xi
|p(f) =

∂(f ◦ 1−1
Rn )

∂yi
|p =

∂f

∂yi
|p

y por tanto una base para el espacio tangente TpRn es aquella formada por los funcionales de las

derivadas parciales usuales { ∂
∂yi

|p}ni=1.

Dado n ∈ N de�nimos la función Fn : Rn → TpRn mediante Fn(u) = Du|p donde

Du|p(f) = ĺım
h→0

f(p+ hu)− f(p)

h

hace referencia a la derivada direccional de f ∈ C∞
p (M) en p. Recordando la igualdad

Du|pf = ∇f · u

para funciones en fp ∈ C1(Rn) podemos ver que Du|f es lineal y satisface la regla de Leibniz en p,

siendo por tanto derivación en p. También podemos ver que Du+v|p = Du|p+Dv|p y Dλu|p = λDu|p,

de modo que Fn es lineal. Como la función Fn lleva al i-ésimo vector canónico ei a la i-ésima derivada

parcial en p ∂
∂yi

|p entonces tenemos un isomor�smo lineal

Rn ∼= TpRn (2.1)

Por la observación 2.1.9 y el ejemplo 2.1.5, si V es R-espacio vectorial de dimensión n entonces es

difeomorfo mediante la carta global x a Rn. Del corolario 2.2.1, los espacios tangentes son isomorfos

como R-espacios vectoriales. Por lo tanto se tiene el isomor�smo lineal

TvV ∼= Tx(p)Rn (2.2)

De 2.1, 2.2 y el hecho de que x también es isomor�smo lineal se tiene el siguiente isomor�smo lineal

para todo v ∈ V

V ∼= TvV

Continuando con el ejemplo, si f : Rn → Rm es suave entonces, por el isomor�smo anterior,

su función tangente en p ∈ Rn es una transformación lineal D : Rn → Rm. Para i ∈ {1, .., n} y

g ∈ C∞
f(p)(R

m) se tiene por regla de la cadena que

∂(g ◦ f)
∂yi

|p =
n∑
j=1

∂fj
∂yi

|p
∂g

∂yj
|f(p) =

n∑
j=1

∂fj
∂yi

|p
∂

∂yi
|f(p)(g)
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Por lo tanto, la matriz asociada a D tiene en la entrada (i, j) al valor

∂fj
∂yi

|p

y así D no es más que la derivada habitual Dpf de la función f .

TpRn Tf(p)Rm

Rn Rm

Tpf

F−1
m

Dpf

Fn

Observación 2.2.7. SeaM variedad suave y p ∈M . Considerando el germen [f ] ∈ C∞
p en p con f :

U → R función suave, podemos tomar un representante de la clase [f ] que esté de�nido globalmente.

El esbozo de una prueba va como sigue: Dado que M es localmente compacto, existe un compacto

V ⊆ U tal que p ∈ int(V ). A consecuencia de la paracompacidad de M va a existir una partición de

la unidad y por ello podemos dar una función suave f̃ : M → R tal que f̃ |int(V ) = f |int(V ). Por lo

tanto [f̃ ] = [f ] y así [f ] tiene un representante f̃ en C∞(M).

En lo que resta del trabajo del tesis, consideraremos a los vectores en TpM como derivaciones de

C∞(M) en p, en lugar de derivaciones de C∞
p (M) en p.

Para �nalizar la sección notemos que el funtor tangente puntual se comporta bien con los pro-

ductos �nitos.

Proposición 2.2.9. Sean M,N variedades suaves con p ∈M y q ∈ N . Entonces

T(p,q)(M ×N) ∼= TpM × TqN

Demostración. Sea la función F : T(p,q)(M ×N) → TpM × TqN dada por

F (v) = (T(p,q)πM (v), T(p,q)πN (v))

F es lineal porque es producto de transformaciones lineales.

De�nimos las funciones iM : M → M × N y iN : N → M × N mediante iM (x) = (x, q) y

iN (y) = (p, y). También de�nimos a la función G : TpM × TqN → T(p,q)(M ×N) dada por

G(v, w) = TpiM (v) + TqiN (w)

Veamos que F es suprayectiva

(F◦G)(v, w) = F (TpiM (v)+TqiN (w)) = (T(p,q)πM (TpiM (v)+TqiN (w)), T(p,q)πN (TpiM (v)+TqiN (w)))
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Empleando regla de la cadena y la linealidad obtenemos

(F ◦G)(v, w) = (Tp(πM ◦ iM )(v) + Tq(πM ◦ iN (w)), Tp(πN ◦ iM )(v) + Tq(πN ◦ iN )(w))

Como πN ◦ iM y πM ◦ iN son constantes, y se tienen las igualdades πM ◦ iM = 1M y πY ◦ iY = 1Y ,

entonces

(F ◦G)(v, w) = (Tp1M (v), Tq1N (w)) = (v, w)

Por ser F transformación lineal suprayectiva entre espacios vectoriales de la misma dimensión

concluimos que F es un isomor�smo.

2.3. Campos vectoriales

Un campo vectorial va a ser una función que asigna a cada punto p en una variedad M un

vector en su espacio tangente TpM . Al desear que la asignación sea suave es que debemos pararnos

a considerar una estructura de variedad suave sobre la unión disjunta de los espacios tangentes. En

esta sección presentamos al haz tangente de una variedad y estudiaremos a los campos vectoriales.

De�nición 2.3.1. Sean {Xi}i∈I una colección de conjuntos. La unión disjunta de los conjuntos es

el conjunto ⊔
i∈I

Xi :=
⋃
i∈I

(Xi × {i}) (2.3)

Observación 2.3.1. La unión disjunta 2.3 corresponde al coproducto de {Xi}i∈I en Set. Por el

dual de la proposición 1.3.4, se tiene la unicidad salvo isomor�smos.

De�nición 2.3.2 (Haz tangente). El haz tangente de una variedad suave M es la unión disjunta

de los espacios tangentes. Esto es,

TM :=
⊔
p∈M

TpM

La proyección en el haz tangente es la función πTM : TM → M dada por πTM (v) = p cuando

v ∈ TpM .

Proposición 2.3.1. Si M es n-variedad suave, entonces el haz tangente TM tiene estructura de

2n-variedad suave con la que πTM es suave.

Demostración. Lo más destacado de la demostración es que dado un atlas {(Uα, x = (x
(α)
1 , ..., x

(α)
n ))}α∈A

de M , se construye un atlas {(π−1[Uα], x̃ := (x
(α)
1 ◦ π, ..., x(α)n ◦ π, dx1, ..., dxn))}α∈A de TM . La de-

mostración se puede leer como la proposición 2.55 de [Lee09].
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De�nición 2.3.3 (Levantamiento tangente). Si f : M → N es suave, entonces de�nimos el le-

vantamiento tangente de f como la función Tf : TM → TN dada por (Tf)(v) = (Tpf)(v) para

v ∈ TpM .

Proposición 2.3.2. Si f :M → N es suave entonces Tf : TM → TN es suave.

Demostración. Supongamos que M de dimensión m y N tiene dimensión n. Notemos que si p ∈M

tiene carta (U, x) y f(p) ∈ N tiene carta (V, y) entonces por la proposición 2.2.6 se tiene

Tpf(
∂

∂xi
|p) =

n∑
j=1

∂(y ◦ f ◦ x−1)j
∂zi

|x(p)
∂

∂yj
|f(p)

De modo que si (u, v) ∈ x[U ]× π−1[U ] ⊆ Rn × Rn ∼= R2n con x−1(u) = p y usando el atlas que

nos proporciona la demostración de 2.3.1 entonces

(ỹ ◦ Tf ◦ x̃−1)(u, v) = (y1(f(p)), ..., yn(f(p)),

m∑
i=1

vi
∂(y ◦ f ◦ x−1)1

∂zi
, ...,

m∑
i=1

vi
∂(y ◦ f ◦ x−1)n

∂zi
) (2.4)

y se sigue que la función 2.4 es suave pues coordenada a coordenada lo es ya que f es suave.

De�nición 2.3.4 (Funtor tangente). El funtor tangente T : Man → Man asigna a cada variedad

M la variedad TM , y a cada función suave f : M → N le asigna el levantamiento tangente Tf :

TM → TN .

De�nición 2.3.5 (Campo vectorial). Un campo vectorial suave en M es una sección de πTM en

Man. Se acostumbra a escribir Xp en lugar de X(p), y a denotar por X(M) a la colección de campos

vectoriales en M .

Observación 2.3.2. Sea M una variedad suave, una función f ∈ C∞(M) y un campo vectorial

X ∈ X(M). Podemos de�nir la función X(f) :M → R dada por

(X(f))(p) = Xp(f)

A veces denotamos a X(f) por Xf para no sobrecargar la notación.

Observación 2.3.3. Si M es n-variedad suave con (U, x) carta en p ∈ M entonces en U tenemos

la función ∂
∂xi

: U → X(U) dado por ∂
∂xi

(p) = ∂
∂xi

|p para i ∈ {1, .., n}. Si X ∈ X(M) entonces

X|U (p) =
n∑
i=1

Xi(p)
∂

∂xi
|p (2.5)

para ciertas funciones Xi : U → R que se conocen como las componentes del campo X según la carta

(U, x).
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Lema 2.3.1. Sea X : M → TM una sección en Set con M una n-variedad. Son equivalentes las

siguientes a�rmaciones:

1. X es suave.

2. Las componentes Xi de X según (U, x) en 2.5 son de clase C∞ para toda carta (U, x).

3. Si f ∈ C∞(M) entonces X(f) ∈ C∞(M)

Demostración. Si X es suave y (U, x) es carta de M entonces X|U es suave y

dxi ◦X|U = dxi(

n∑
j=1

Xj
∂

∂xj
) = Xi

es de clase C∞.

Si cada Xi es suave y f ∈ C∞(M) entonces

X(f)|U =

n∑
j=1

Xj
∂f

∂xj

es suma de productos de funciones suaves y por tanto X(f)|U es suave para toda carta (U, x) y así

X(f) es suave.

Por último, si X(f) es suave para cualquier f ∈ C∞(M) entonces para la carta (U, (x1, ..., xn))

de M tenemos que

dxi ◦X|U = X(xi)

es suave porque por la observación 2.1.9 se sigue que xi ∈ C∞(U). Como además, xi ◦ π ◦ X|U =

xi ∈ C∞(U) entonces X|U es suave y, como la carta fue cualquiera, concluimos que X es suave en

M .

Observación 2.3.4. Por las equivalencias del lema 2.3.1, podemos ver a un campo vectorial X ∈

X(M) como una función X : C∞(M) → C∞(M) que envía a cada f ∈ C∞(M) a Xf ∈ C∞(M).

Dados dos campos vectoriales X,Y ∈ X(M), podemos construir un tercer campo vectorial co-

nocido como el conmutador de los campos. Más adelante veremos el signi�cado geométrico de este

nuevo campo.

De�nición 2.3.6 (Conmutador). Sea M variedad y X,Y ∈ X(M) campos vectoriales. De�nimos el

conmutador de los campos vectoriales X y Y como el campo vectorial [X,Y ] :M → TM dado por

[X,Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf)

para cualesquiera f ∈ C∞(M).
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Proposición 2.3.3. El campo vectorial [X,Y ] de la de�nición 2.3.6 está bien de�nido.

Demostración. Tenemos que ver que si p ∈ M entonces [X,Y ]p ∈ TpM , lo que signi�ca que es una

derivación en p. Esto es cierto ya que si tomamos f, g ∈ C∞(M) se tiene

[X,Y ]p(fg) = Xp(Y (fg))− Yp(X(fg)) = Xp(Y f · g + f · Y g)− Yp(Xf · g + f ·Xg)

Donde que se uso que Yp es derivación y por tanto Y (fg) = Y (f) · g + f · Y (g). Haciendo lo mismo

con X se sigue que [X,Y ]p(fg) es igual a

Xp(Y f)·g(p)+Ypf ·Xpg+Xpf ·Ypg+f(p)·Xp(Y g)−Yp(Xf)·g(p)−Xpf ·Ypg−YpfXpg−f(p)·Yp(Xg)

y eliminando a los términos correspondientes

[X,Y ]p(fg) = f(p)(Xp(Y g)−Yp(Xg))+g(p)(Xp(Y f)−Yp(Xf)) = f(p)·[X,Y ]p(g)+g(p)·[X,Y ]p(f)

Concluyendo que [X,Y ]p es en efecto una derivación.

Observación 2.3.5. Sea M variedad suave con carta (U, x = (x1, ..., xn)). Si tomamos los campos

vectoriales X,Y ∈ X(M) entonces en U tienen la forma local X =
n∑
i=1

Xi
∂
∂xi

y Y =
n∑
j=1

Yj
∂
∂xj

. De

este modo, para f ∈ C∞(M) el corchete de Lie en U es

[X,Y ](f) =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
(

n∑
j=1

Yj
∂f

∂xj
)−

n∑
j=1

Yj
∂

∂xj
(

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi
)

=
∑

(i,j)∈{1,..,n}2

Xi
∂Yj
∂xi

∂f

∂xj
+XiYj

∂2f

∂xi∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

∂f

∂xi
− YjXi

∂2f

∂xi∂xj

=
∑

(i,j)∈{1,...,n}2

Xi
∂Yj
∂xi

∂f

∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

∂f

∂xi

=
∑

(i,j)∈{1,...,n}2

(Xi
∂Yj
∂xi

− Yi
∂Xj

∂xi
)
∂

∂xj
(f)

Podemos concluir que la expresión local del campo [X,Y ] en la carta (U, x) es

[X,Y ] =
∑

(i,j)∈{1,...,n}2

(Xi
∂Yj
∂xi

− Yi
∂Xj

∂xi
)
∂

∂xj

Dado un campo vectorial X y un punto p en la variedad M , es posible hallar una curva γ que

pase por p cuyo 'campo de velocidades' sea X. Dicha curva se conocerá como una curva integral de

X.

Por I nos referiremos a un intervalo en R.
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De�nición 2.3.7 (Curva suave). SeaM variedad suave. Una curva enM es una función γ : I →M

de clase C∞.

Si 0 ∈ I y γ(0) = p entonces diremos que la curva γ comienza en p.

Observación 2.3.6. Sea γ una curva sobre la variedad suave M . El levantamiento tangente Tγ :

TI → TM puede identi�carse con una función

γ̇ : I → TM

dada por γ̇(s) = Tsγ(
∂
∂t |s). También es común escribir γ′ en lugar de γ̇

De�nición 2.3.8 (Curva integral). Sea M variedad y X ∈ X(M). Una curva suave γ : I → M es

curva integral de X si

∀t ∈ I(Xγ(t) = γ̇(t))

Teorema 2.3.1 (Existencia y unicidad de curvas integrales). Sea M variedad suave y X ∈ X(M).

Para cada p ∈ M existe ϵ > 0 y una curva suave γ : (−ϵ, ϵ) → M en M que comienza en p y es

curva integral.

Demostración. Sea (U, x = (x1, ..., xn)) carta de M en p. Entonces la condición de que γ sea inte-

grable es lo mismo a pedir que

∀i ∈ {1, ..., n}(γ̇i(t)
∂

∂xi
|γ(t) = Xi(γ(t))

∂

∂xi
|γ(t))

Es decir, tenemos el sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

γ̇i = Xi(γ1(t), ..., γn(t))

con condición inicial γ̇(0) = (X1(p), ..., Xn(p)). Como se puede consultar en cualquier libro de la

materia, existe una única solución suave de�nida en una vecindad del cero para el sistema.

De�nición 2.3.9 (Curva integral maximal). Sea M variedad suave, p ∈ M y X ∈ X(M) campo

vectorial. Una curva integral γ : I →M de M que inicia en p es una curva integral maximal si para

cualquier otra curva integral γ′ : J →M de M que inicia en p se tiene J ⊆ I.

Teorema 2.3.2. Sea M variedad suave y X ∈ X(M) campo vectorial. Entonces existe una única

curva integral maximal γp : Ip →M de M que inicia en p.

Observación 2.3.7. Usando la notación del teorema 2.3.2, dado t ∈ R, de�nimos el conjunto

Dt(X) := {p ∈M : t ∈ Ip}
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De�nición 2.3.10 (Flujo de un campo vectorial). Usando la notación del teorema 2.3.2, el �ujo

del campo vectorial X es la función ϕtX : Dt(X) →M dada por

ϕtX(p) = γp(t)

De�nición 2.3.11 (Campo vectorial completo). Un campo vectorial X ∈ X(M) es completo si

∀t ∈ R(Dt(X) =M)

Damos una condición su�ciente y necesaria para que una función suave respete los �ujos.

De�nición 2.3.12. Sea f : M → N función suave. Un campo vectorial X ∈ X(M) está f -

relacionado con el campo Y ∈ X(N) si

∀p ∈M(Yf(p) = Tpf(Xp))

Dicho de otro manera, el campo X está f -relacionado con el campo Y si el siguiente diagrama

conmuta
M N

TM TN

f

X Y

Tf

Mediante X ∼f Y denotamos que el campo X está f -relacionado con Y .

Proposición 2.3.4. Sea f : M → N función suave y consideremos los campos vectoriales X ∈

X(M) y Y ∈ X(N). Entonces X ∼f Y si y sólo si para cada curva integral γ de X en p ∈ M se

tiene que f ◦ γ es curva integral de Y en f(p) ∈ N

Demostración. Si X ∼f Y y γ : I →M es curva integral de X en p entonces para t ∈ I se tiene

(f ◦ γ)′(t) = Tt(f ◦ γ)( ∂
∂s

|t) = Tγ(t)f ◦ Ttγ(
∂

∂s
|t) = Tγ(t)f ◦Xγ(t) = Yf(γ(t)) = Y(f◦γ)(t) (2.6)

donde en la cuarta igualdad de 2.6 se debe a que X ∼f Y . Por tanto f ◦ γ es curva integral de Y en

f(γ(0)) = f(p).

Conversamente, si p ∈M y γ : (−ϵ, ϵ) →M es curva integral de M en p entonces como f ◦ γ es

curva integral en N en f(p) y se tiene que

Yf(p) = (f ◦ γ)′(0) = Tpf(γ̇(0)) = Tpγf(Xp)

Por tanto concluimos que X ∼f Y .
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2.4. Subvariedades

Al considerar una variedad diferenciable M , de�nimos una subvariedad N de M como un sub-

conjunto que, por sí mismo, es una variedad diferenciable. La estructura diferenciable de N puede

ser directamente heredada de la de M , en cuyo caso N se denomina una subvariedad regular. Al-

ternativamente, la estructura de N puede ser implantada en M en un sentido que se precisará más

adelante al hablar de subvariedades inmersas. Esta sección se dedicará al estudio de las subvariedades

y presentará teoremas para su construcción, destacando el papel del teorema del rango constante,

para cuya demostración recordaremos el teorema de la función inversa.

De�nición 2.4.1 (Subvariedad regular). Sea (M,A) n-variedad suave y k ≤ n. Un subconjunto

N ⊆ M es una subvariedad regular de M de dimensión k si para todo p ∈ N existe una carta

(Up, xp) ∈ A tal que

xp[Up ∩N ] = xp[Up] ∩ (Rk × {0Rn−k})

En este caso, N es una k-variedad suave con atlas A′ = {(Up ∩ N, π ◦ xp)}p∈N , donde π es la

proyección de Rn en Rk.

Proposición 2.4.1. Sea (M,A) n-variedad suave. Si N ⊆M es abierto entonces A es n-subvariedad

regular de M y además

∀p ∈ N (TpN = TpM)

Demostración. Si p ∈ N y (U, x) es carta de p en M entonces (U ∩N,x|U∩N ) es carta de p en N .

Como N es abierto enM entonces existe una vecindad V de p tal que U ⊆ N ⊆M . En particular

los conjuntos de germenes C∞
p (M) y C∞

p (N) son iguales. Y por tanto TpN = TpM .

De�nición 2.4.2 (Inmersión y sumersión). Sea f :M → N suave. Decimos que f es una:

1. inmersión si para todo p ∈M se tiene que Tpf es inyectiva.

2. sumersión si para todo p ∈M se tiene que Tpf es suprayectiva.

De�nición 2.4.3 (Subvariedad inmersa y encajada). Sea M variedad suave. Una pareja (N,ϕ),

con N variedad y ϕ : N → M una inmersión inyectiva, es una subvariedad inmersa. En caso de

que ϕ : N → ϕ[N ] sea un homeomor�smo, decimos que ϕ es un encaje y que N es una subvariedad

encajada.

Teorema 2.4.1 (Teorema de la función inversa). Sea Ω ⊆ Rn abierto, a ∈ Ω y f : Ω → Rn de clase

Ck con k ∈ N ∪ {∞}. Si el jacobiano Jf de la función satisface

det(Jf(a)) ̸= 0
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entonces existen abiertos U ⊆ Ω y V ⊆ f [Ω] con a ∈ U y f(a) ∈ V tales que f |U : U → V es un

difeomor�smo de clase Ck.

Demostración. La demostración se encuentra en cualquier buen libro de cálculo diferencial multiva-

riable.

De�nición 2.4.4 (Rango de una función). Sea f :M → N función de clase Ck con k ∈ N ∪ {∞}.

f tiene rango constante r en U ⊆M si para todo q ∈ U la función tangente Tqf tiene rango r.

Teorema 2.4.2 (Teorema del rango constante). Si f :M → N es suave, p ∈M y Tpf tiene rango

constante r en una vecindad de p entonces existen una carta (U, ϕ) en p y una carta (V, ψ) en f(p)

tales que

(y ◦ f ◦ x−1)(x1, ..., xm) = (x1, ..., xr, 0, ...0)

Además, tales cartas cumplen que ϕ(p) = 0 = ψ(p).

Demostración. El caso r = 0 es trivialmente cierto. Por lo que supondremos r ̸= 0.

Si (Ũ , ϕ̃) y (Ṽ , ψ̃) son cartas en p y f(p) respectivamente, entonces Tp(ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1) tiene rango

constante r por la proposición 2.2.8, el corolario 2.2.1 y el hecho de que los isomor�smos lineales

respetan el rango. Por lo tanto, podemos unicamente demostrar el teorema para funciones suaves

f : Rm → Rn. Además, como las traslaciones en Rk son difeomor�smos, podemos suponer que la

función f es de rango constante r en una vecindad de 0 con f(0) = 0.

Sea f : U ′ → Rn suave con rango constante r en una vecindad U ′′ ⊂ U ′ de 0 ∈ Rn. Reacomodando

podemos suponer

det((
∂fj
∂xi

)i,j∈{1,...,r}2(0)) ̸= 0 (2.7)

De�nimos la función ϕ : Rm → Rm mediante

ϕ(x1, ..., xm) = (f1, ..., fr, xr+1, .., xm)

Luego, el jacobiano de ϕ tiene rango m en 0 por 2.7 y es un difeomor�smo local ϕ|U : U → W con

0 ∈ U ∩W y U ⊆ U ′′ por 2.7. Por otro lado, la función

f ◦ ϕ−1(x1, ..., xm) = (x1, ..., xr, fr+1 ◦ ϕ−1(x), ..., fm ◦ ϕ−1(x))

es de rango r para todo x ∈W y ello fuerza a que

∀x ∈W ∀(i, j) ∈ {r + 1, ...,m}2 (
∂(fj ◦ ϕ−1)

∂xi
(x)) = 0

Dicho de otro modo, fj ◦ ϕ−1 con j ∈ {r + 1, ...,m} no depende de las variables {xs}ms=r+1.
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Por tanto, ψ : Rn → Rn dada por

ψ(x1, ..., xn) = (x1, ..., xr, xr+1 − fr+1 ◦ ϕ−1(x), ..., xn − fn ◦ ϕ−1(x))

tiene por jacobiano en 0 a una matriz triangular inferior que consta de unos en su diagonal y que es

por tanto invertible. Como consecuencia del teorema de la función inversa 2.4.1, ψ|V : V → W ′ es

un difeomor�smo local en 0.

Finalmente,

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x1, ..., xm) = (x1, ..., xr, 0, ..., 0)

y se consiguen las cartas que proporcionan la igualdad deseada.

U V

W W ′

f

ψϕ−1

Corolario 2.4.1. Si (N,ϕ) es n-subvariedad inmersa de la m-variedad M y p ∈ N entonces existen

una vecindad U de p en N y una carta (V, x) de ϕ(p) en N tales que

ϕ[U ] = {q ∈ V : xn+1(p) = ... = xm(p) = 0}

donde n = dim(N).

Demostración. Como i es inmersión entonces tiene rango constante n. Por el teorema de rango

constante 2.4.2 existen cartas (U, y) en p y (V, x) en f(p) tales que y ◦ ϕ ◦ x−1 : Rn → Rm es la

función inclusión. Notando que y◦ϕ[U ] son aquellos puntos de y[V ] con las últimasm−n coordenadas

iguales a cero se tiene la igualdad deseada.

Corolario 2.4.2. Si (N,ϕ) es subvariedad encajada de la variedad M entonces ϕ[N ] es subvariedad

regular de N .

Demostración. Sean p ∈ N , la vecindad U de p y (V, x) carta como en el corolario 2.4.1. Por ser

ϕ encaje se tiene que ϕ[U ] es abierto de ϕ[N ] con la topología de subespacio. Por lo tanto existe

V ′ ⊆M abierto tal que ϕ[U ] = V ′ ∩ ϕ[N ]. Si tomamos W := V ∩ V ′ entonces se cumple

ϕ[N ] ∩W = {q ∈W : xn+1(q) = ... = xm(q) = 0}

De que modo que

x[ϕ[N ] ∩ V ] = x[V ] ∩ (Rn × {0Rm−n})
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y concluimos que ϕ[N ] es subvariedad regular de M .

Observación 2.4.1. Sean N n-subvariedad regular de la m-variedad M y p ∈ N . Consideremos a

la función inclusión i : N →M y (U, x) carta de p en M tal que (U ∩N, π ◦ x) es carta de p en N

con x[U ∩N ] = x[U ] ∩ {Rn × {0Rm−n}}. Si tomamos (j, k) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m}, se tiene que

∂

∂(π ◦ x)j
|p(xk) =

∂(xk ◦ (π ◦ xj)−1)

∂yj
|π◦x(p) = δjk

y por la proposición 2.2.6 se sigue para j ∈ {1, .., n} que

Tpi(
∂

∂(π ◦ x)j
|p) =

∂

∂xj
|p

De modo que Tpi es función inyectiva y podemos identi�car a TpN con el subespacio de TpM generado

por { ∂
∂xj

|p}nj=1. Además, como i es inyectiva y es homeomorfa a su imagen entonces (N, i) es una

subvariedad encajada.

En general, si (N,ϕ) es subvariedad inmersa entonces por ser ϕ inyectiva podemos identi�car a

TpN con el subespacio Tpϕ[TpN ] de Tϕ(p)M .

De�nición 2.4.5 (Punto regular). Sea f : M → N suave y p ∈ M . p es un punto regular de f si

TpM es suprayectiva.

De�nición 2.4.6 (Valor regular). Sea f : M → N suave y q ∈ N . q es un valor regular de f si

todo punto p ∈ f−1[{q}] es un punto regular.

El siguiente teorema nos dice que los conjuntos de nivel de valores regulares tienen estructura de

variedad suave.

Teorema 2.4.3. Sea f : M → N suave y q ∈ N un valor regular de f . Entonces f−1[{q}] es una

subvariedad regular de dimensión dim(M)− dim(N). Además, para todo p ∈ f−1[{q}] se tiene

Tp(f
−1[{q}]) = Ker(Tpf)

Demostración. Supongamos m = dim(M) y n = dim(N). Por ser q valor regular de f se tiene para

p ∈ f−1[{q}] que Tpf es suprayectiva y por tanto Tx′(p)(y
′◦f ◦x′−1) es suprayectiva para cualesquiera

carta (U ′, x′) de p y carta (V ′, y′) de f(p). Luego, por el teorema de la función inversa, existe una

vecindad Up de p tal que f es sumersión en dicha vecindad. Si hacemos la unión O =
⋃

p∈f−1[{q}]
Up

entonces se consigue un abierto tal que f−1[{q}] ⊆ O y f |O es sumersión y por tanto es función con

rango constante n. Usando el teorema del rango constante 2.4.2 podemos hallar cartas (U, x) de p y

(V, y) de q tales que y ◦ f ◦ x−1 es la proyección de Rm en Rn. Por lo tanto

f−1[{q}] ∩ U = {p ∈ U : x1(p) = ... = xn(p) = 0}
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y así f−1[{q}] es subvariedad regular de dimensión m − n y por la observación 2.4.1 la pareja

(f−1[{q}], i), con i la inclusión en M , es una subvariedad encajada.

También por la observación 2.4.1, el espacio tangente Tp(f−1[{q}]) es el subespacio de TpM

generado por { ∂
∂xj

|p}mj=n+1. Dado que para j ∈ {n+ 1, ...,m} se tiene por la proposición 2.2.6 que

Tpf(
∂

∂xj
|p) =

n∑
k=1

∂(yk ◦ f ◦ x−1)

∂zj
|x(p)

∂

∂yk
|q = 0

entonces Ker(Tpf) = ⟨{ ∂
∂xj

}mj=n+1⟩ = Tp(f
−1[{q}]).

Observación 2.4.2 (Codimensión). Si N ⊆M es variedad de M entonces la codimensión de N en

M es dim(M) − dim(N). El teorema 2.4.3 diría que la imagen inversa de un valor regular es una

subvariedad de dimensión igual a la codimensión de N en M .

Podemos generalizar el teorema 2.4.3.

Teorema 2.4.4. Sean M y N variedades suaves, p ∈ N , y f :M → N suave. Si para algún k ∈ N

y cada p ∈ f−1[{q}] existe una vecindad U de p donde f tiene rango constante k entonces f−1[{q}]

es una subvariedad regular de M de codimensión k. Además, si p ∈ f−1[{q}] entonces se cumple la

igualdad

Tp(f
−1[{q}]) = Ker(Tpf)

Demostración. La demostración es similar a del teorema 2.4.3.

Dos subvariedades (N,ϕ) y (N ′, ϕ′) en M pueden representar el mismo subconjunto de M y

hasta coincidir ϕ[N ] y ϕ′[N ′] en su estructura suave. Esto motiva la de�nición de subvariedades

equivalentes.

De�nición 2.4.7. Dos subvariedades (N1, ϕ1) y (N2, ϕ2) de M son equivalentes si existe un difeo-

mor�smo ψ : N1 → N2 tal que

N1 M

N2

ϕ1

ψ
ϕ2

Observación 2.4.3. Si (N,ϕ) es subvariedad deM entonces ϕ[N ] hereda de N una única estructura

suave que convierte a la función ϕ̂ : N → ϕ[N ], dada por ϕ̂(p) = ϕ(p), es un difeomor�smo. Si

i : ϕ[N ] →M es la inclusión entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

N M

ϕ[N ]

ϕ

ϕ̂
i
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y de este modo toda subvariedad de M tiene un representante (A, i) con A ⊆ M e i : A → M la

función inclusión. Cabe la pena resaltar que en general la topología de A será distinta de la topología

de subespacio.

De�nición 2.4.8 (Subvariedad regularmente inmersa). Una subvariedad (N,ϕ) de M es una sub-

variedad regularmente inmersa si para cada función suave ψ : P →M , con ψ[P ] ⊆ ϕ[N ], existe una

única función suave ψ̃ : P → N tal que

P M

N

ψ

ψ̃
ϕ (2.8)

Observación 2.4.4. Siguiendo la notación de la de�nición 2.4.8, existe una única función ψ̃ indu-

cida por ψ que hace conmutar el diagrama 2.8 puesto que ϕ es función inyectiva. Explícitamente,

ψ̃(x) = ϕ−1 ◦ ψ(x)

En una subvariedad regularmente inmersa está única función que levanta a ψ, es suave.

2.5. Cubrientes y distribuciones

En esta sección introducimos conceptos y resultados que servirán más adelante en la demostración

de los teoremas de Lie.

De�nición 2.5.1 (Espacio cubriente). Sea M variedad de clase Cr. Un espacio cubriente de M

de clase Cr es un triplete (M̃, p,M) con M̃ variedad de clase Cr y p : M̃ → M una función

suprayectiva de clase Cr tal que para cualquier q ∈ M existe una vecindad conexa U de q tal que

para cada componente conexa Ui de p−1[U ], la restricción p|Ui : Ui → U es un Cr-difeomor�smo.

Además, diremos que p es una función cubriente de clase Cr. Un espacio cubriente de clase C∞

es un espacio cubriente suave.

Ejemplo 2.5.1 (Cubriente de la circunferencia unitaria). Sea f : R → S1 la función suprayectiva

dada por f(t) = eit. Entonces el triplete (R, f, S1) es un espacio cubriente suave pues, siguiendo

la notación del ejemplo 2.1.1, si z0 ∈ S1 entonces las componentes conexas de f−1[Uz0 ] son {Vk =

(arg(z0)− 2πk, arg(z0) + 2πk)}k∈Z y f |Vk
: Vk → Uz0 es un difeomor�smo para todo k ∈ Z

Teorema 2.5.1. Si M es variedad suave y (M̃, p,M) es espacio cubriente de clase C0 entonces

existe una única estructura diferenciable para M̃ con la que p es suave.

Demostración. Se puede leer como el teorema 1.86 de [Lee09].
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Observación 2.5.1 (Categoría de espacios cubrientes). Dada una variedad suave M , podemos

considerar la categoría Cubr(M) cuyos objetos son espacios cubrientes de M de clase Cr. Un

mor�smo entre los espacios cubrientes (M̃1, p1,M1) y (M̃2, p2,M2) de clase Cr es un par de funciones

(f̃ , f) de clase Cr tal que el siguiente diagrama conmuta

M̃2 M̃1

M1 M2

f̃

p1 p2

f

De�nición 2.5.2 (Espacio simplemente conexo). Un espacio topológico X es simplemente conexo

si es conexo por caminos y

∀x ∈ X (π1(X,x) = {e})

donde π1(X,x) denota al grupo fundamental de X con punto base x.

Teorema 2.5.2 (Cubriente universal). Si M es variedad suave conexa entonces existe un espacio

cubriente de M de clase C0 que es simplemente conexo. Tal cubriente es único salvo isomor�smos

y se conoce como el cubriente universal de M .

Demostración. El resultado se puede leer como el corolario 10.41 en [Rot13], el cual a su vez se sigue

del teorema 10.34 en el mismo libro. Lo más destacado de la demostración es que dado x0 ∈ M ,

podemos decir que dos funciones f, g : I →M con I el intervalo unitario [0, 1] están relacionadas si y

sólo si f(0) = x0 = g(0), f(1) = g(1) y f, g son caminos homotópicos. La relación anterior resulta ser

de equivalencia y así el cubriente universal de M resultará ser el conjunto de clases de equivalencia

M̃ := {[f ] | f : I → G} equipado con una topología adecuada. La correspondiente función cubriente

será p : M̃ →M dada por p([f ]) = f(1).

El teorema de Frobenius será de utilidad en la demostración de los teoremas de Lie pero enunciarlo

requiere la presentación de conceptos previos como el de foliación y distribución. La idea de una

distribución k-dimensional es asociar a cada punto p de la variedad un subespacio Dp del espacio

tangente TpM de dimensión k. El teorema de Frobenius da condiciones necesarias y su�cientes

para que el problema de hallar una subvariedad N , descrita como la hoja de una foliación F , que

satisfaga TpN = Dp con p ∈ N tenga solución. De cierto modo estamos generalizando la formulación

geométrica de resolver ecuaciones diferenciales parciales, con las foliaciones siendo análogas a las

curvas características.

De�nición 2.5.3 (Foliación). Sea M variedad suave de dimensión n. Una foliación k-dimensional

F de M es una descomposición {Lα}α∈A de M es subconjuntos disjuntos conexos por caminos

que satisfacen la siguiente propiedad: Dado p ∈ M , existe una carta (U, ϕ) de M en p tal que las
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componentes conexas de Lα ∩ U son los conjuntos

{p ∈ U : ϕ(x) ∈ Rk × {cα}}

con cα ∈ Rn−k constante �ja. A las componentes conexas de Lα las llamamos hojas de la foliación

F , a la carta (U, ϕ) descrita arriba se le llama carta foliada y las componentes conexas de U ∩ Lα
son las placas de Lα.

Ejemplo 2.5.2. Si ϕ :M → N es una sumersión entonces por el teorema del rango constante 2.4.2

se tiene que las componentes conexas de las �bras ϕ−1[{q}], con q ∈ N , forman una foliación de M

de codimensión igual a la dimensión de N .

Proposición 2.5.1. Sea F foliación k-dimensional de M . Cada hoja L ∈ F es una subvariedad de

M regularmente inmersa de dimensión k.

Demostración. Se puede leer como la proposición 9.1 en [Fer24].

De�nición 2.5.4 (Distribución). Sea M variedad suave de dimensión n y k ∈ {1, ..., n}. Una

distribución k-dimensional de M es una función D :M → P(TM) tal que para cada p ∈M se tiene

que D(p) = Dp es un subespacio de TpM de dimensión k.

La distribución D es suave si para cada p ∈M existen una vecindad U de p y campos vectoriales

suaves {Xi}ki=1 ⊆ X(U) tales que

∀q ∈ U (Dq = ⟨X1|q, ..., Xk|q⟩)

De aquí en adelante, cada que nos re�ramos a una distribución D, asumiremos que la distribución

es suave.

De�nición 2.5.5 (Campo vectorial tangente a una distribución). Sea D distribución en M . Un

campo vectorial X ∈ X(M) es tangente a D si

∀p ∈M (Xp ∈ Dp)

Denotamos por X(D) al conjunto de campos vectoriales tangentes a D.

De�nición 2.5.6 (Variedad integrable). Sea D distribución en M . (N,ϕ) es variedad integrable de

D si

∀p ∈ N (Tpϕ[TpN ] = Dp)

Dado p ∈ N , podemos decir que la subvariedad N integra a D en p.
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Observación 2.5.2. Si F es foliación en M entonces podemos construir una distribución en M

como sigue: Dado p ∈M , de�nimos

Dp := TpL

con L ∈ F la hoja a la que p pertenece. Denotamos a la distribución inducida por F mediante TF

y escribiremos TpF en lugar de (TF)p.

De�nición 2.5.7 (Distribución integrable). Sea D distribución en M . D es integrable si existe una

foliación F en M tal que

D = TF

De�nición 2.5.8 (Distribución involutiva). Una distribución D en M es involutiva si

∀X,Y ∈ X(D) ([X,Y ] ∈ X(D))

Teorema 2.5.3 (Teorema de Frobenius). Sea D distribución. D es integrable si y sólo si D es

involutiva. Además, en caso ser D integrable, la foliación F que integra a D es única.

Demostración. Puede leerse como el teorema 13.1 de [Fer24].



Capítulo 3

Grupos y álgebras de Lie

El presente capítulo sienta las bases para comprender los Teoremas de Lie, explorando las dos

estructuras algebraicas que estos vinculan: los grupos de Lie y las álgebras de Lie. Partiremos de

la de�nición de objeto grupo en una categoría, un concepto que presenta como manifestaciones

concretas tanto a los grupos topológicos como a los grupos de Lie. Seguidamente, ilustraremos estos

objetos con ejemplos de grupos de Lie, haciendo una especial mención a los grupos de Lie lineales.

El capítulo culminará con una exposición de las álgebras de Lie y la construcción del álgebra de Lie

asociada a un grupo de Lie.

3.1. Grupos objeto

Si queremos trasladar la noción de grupo a categorías nos encontramos con el problema de que

la colección de objetos puede ser demasiado grande como para de�nir al grupo. Siendo un poco

más formales, para de�nir un grupo se requiere de un conjunto, pero la colección de objetos de

una categoría puede ser una clase. Por ello, estudiaremos el caso en que ciertos mor�smos de una

categoría tengan la estructura de grupo que conocemos.

De�nición 3.1.1 (Objeto grupo). Sea C una categoría con productos �nitos y objeto terminal T .

Un objeto G ∈ Ob(C) es un objeto grupo en C si existe un funtor K̂G : Cop → Grp tal que

KG = UGrp ◦ K̂G

Observación 3.1.1. Desglosando la de�nición 3.1.1, el funtor K̂G envía cada objeto X ∈ Ob(C) al

grupo (HomC(X,G),mX , iX , eX) en donde mX : HomC(X,G) × HomC(X,G) → HomC(X,G) es

la multiplicación del grupo correspondiente, iX : HomC(X,G) → HomC(X,G) es la función inverso

multiplicativo y eX : {∗} → HomC(X,G) es la función que asigna a ∗ el neutro multiplicativo del

grupo. Además, si µ ∈ HomC(X,Y ) entonces K̂G(µ) = µ∗ : KG(Y ) → KG(X) es un homomor�smo

55
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de grupos, lo que quiere decir que los siguientes diagramas conmutan

HomC(Y,G)×HomC(Y,G) HomC(Y,G)

HomC(X,G)×HomC(X,G) HomC(X,G)

mY

µ∗×µ∗ µ∗

mX

(3.1)

HomX(Y,G)×HomC(Y,G) HomC(Y,G)

HomC(X,G) HomC(X,G)

iY

µ∗ µ∗

iX

(3.2)

{∗} HomC(Y,G)

{∗} HomC(X,G)

eY

1∗ µ∗

eX

(3.3)

Ahora bien,

1. El diagrama 3.1 nos dice que m̂ = {mX}X∈Ob(C) es una transformación natural entre KG×KG

y KG. Pero por corolario 1.3.2 en el caso contravariante se tiene KG×G ∼= KG×KG. Y por el

teorema 1.4.1 se tiene Nat(KG×G,KG) ∼= HomC(G×G,G). Por lo tanto Nat(KG×KG,KG) ∼=

HomC(G × G,G) y a m̂ le corresponde un único C-mor�smo m : G × G → G. Siendo mas

explícitos, si α : KG×KG → KG×G es el isomor�smo entre los funtores entonces el C-mor�smo

m se puede escribir como m = (m̂ ◦ α)G×G(1G×G).

2. El diagrama 3.2 nos dice que î = {iX}X∈Ob(C) es una transformación natural entre KG y KG.

Por teorema 1.4.1 se tiene que Nat(KG,KG) ∼= HomC(G,G) y por tanto le corresponde a î

un único C-mor�smo i : G→ G dado por i = îG(1G).

3. Notando que se tiene un isomor�smo natural β : KT
∼= ∆{∗}, de�nido de la única manera

posible. El diagrama 3.3 nos dice que ê = {eX}X∈Ob(C) es una transformación natural de ∆{∗}

a KG. Luego por teorema 1.4.1 se tiene Nat(KT ,KG) ∼= Nat(∆{∗},KG) ∼= HomC(T,G) y así,

a ê le corresponde un único C-mor�smo e : T → G dado por (ê ◦ β)T (1T ).

En resumen, hallamos tres C-mor�smos m, i y e. Estos mor�smos se conocen como mor�smos de

estructura de G. Los mor�smos de estructura dotan a G de lo que pareciera una estructura de grupo

gracias a las propiedades que heredan los mor�smos de la estructura de grupo en los HomC(X,G).

De aquí, podemos dar la siguiente caracterización de objetos grupo.

Teorema 3.1.1 (Caracterización de objetos grupo). Sea C categoría con productos �nitos, objeto

terminal T y G ∈ Ob(C). Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. G es un objeto grupo.
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2. Existen los C-mor�smos

m : G×G→ G

i : G→ G

e : T → G

tales que los siguientes diagramas conmutan.

a)

G× (G×G) (G×G)×G G×G

G×G G

∼

1G×m

m×1G

m

m

b)

T ×G G×G G× T

G

e×1G

π2

m

1G×e

π1

c)

G G×G G×G

T G

∆C(1G) 1G×i

m

e

Demostración. El resultado es discutido en la página 75 de [Mac98].

De�nición 3.1.2 (Mor�smo de objetos grupo). Sean G,P objetos grupo de C. Decimos que f ∈

HomC(P,G) es un mor�smo de objetos grupo si η(f) = {f∗ : K̂G(X) → K̂P (X)}X∈Ob(C) es una

transformación natural tal que para cada X ∈ Ob(C), f∗ : HomC(X,G) → HomC(X,P ) es un

homomor�smo de grupos.

Y ya que la composición de mor�smos de grupos vuelve ser un mor�smo de grupos entonces la

composición vertical de mor�smos de objetos grupo vuelve a ser transformación de objetos grupo y

por tanto podemos de�nir a la categoría de objetos grupo como haremos a continuación.

De�nición 3.1.3 (Categoría de objetos grupo). De�nimos la categoría de objetos grupo en C como

aquella categoría cuyos objetos son los objetos grupo en C y cuyos mor�smos son los homomor�smos

de objeto grupo. Denotamos a esta categoría mediante Grp(C).

Así como caracterizamos a los objetos grupo mediante diagramas con reminiscencias a la de�ni-

ción de grupo, de la misma manera podemos caracterizar a los mor�smos de objeto grupo.
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Teorema 3.1.2 (Caracterización de mor�smos de objeto grupo). Sean G,P objetos grupo de C y

f ∈ HomC(G,P ). f es un mor�smo de grupos objeto si y solo si los siguientes diagramas conmutan

G×G P × P G P T

G P G P G P

f×f

m n

f

iG iP eG
eP

f f f

Donde (m,eG, iG) los mor�smos de estructura de G que provee el teorema 3.1.1 y (n, iP , eP ) los

mor�smos de estructura de P que nos da el mismo teorema.

Demostración. Si f es mor�smo de objetos grupo entonces para X ∈ Ob(C) se tiene que (f∗)X es

homomor�smo de grupos y entonces el siguiente diagrama conmuta

KG×G(X) KG(X)×KG(X) KP (X)×KP (X) KP×P (X)

KG(X) KP (X)

α (f∗)X×(f∗)X β

(f∗)X

De�niendo la transformación natural u : KG×G → KP×P , dada por uX = β ◦ ((f∗)X × (f∗)X)◦α

en la componente X ∈ Ob(C), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

KG×G KP×P

KG KP

u

m̂◦α n̂◦β−1

f∗

(3.4)

Evaluando 3.4 en la componente G×G en el mor�smo 1G×G se sigue, por teorema 1.4.1, que

f ◦m = (f∗◦m̂◦α)G×G(1G×G) = (n̂◦β−1◦u)G×G(1G×G) = (n̂◦β−1)G×G◦(f×f) = n◦(f×f) (3.5)

donde la última igualdad en 3.5 se debe al diagrama 3.1. De forma similar se demuestran los dia-

gramas conmutativos para el resto de mor�smos de estructura.

Para la vuelta, basta aplicar los funtores covariantes HomC(X, ·), con X ∈ Ob(C), a los diagramas

que conmutan junto a los correspondientes isomor�smos.

El teorema 3.1.1 nos permite dar los siguientes ejemplos de objetos grupo.

Ejemplo 3.1.1 (Objetos grupo en Set). Si C = Set entonces un objeto grupo en C es un conjunto

junto a una operación interna m que es asociativa, un neutro que es asignado por e, e inversos

asignados por i. Por tanto, los objetos grupo en C son los grupos ordinarios. A su vez, un mor�smo

en Grp(Set) viene a ser un homomor�smo de grupos por la caracterización en el teorema 3.1.2. En

resumen, Grp(Set) = Grp.
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Ejemplo 3.1.2 (Objetos grupo en Grp). Si C = Grp entonces un objeto grupo G en Grp es un

grupo (G,m, i, e) de tal forma que sus mor�smos de estructura m, i y e son homomor�smos. Sean

x, y ∈ G. Para que i sea homomor�smo debe suceder que i(xy) = y−1x−1 = x−1y−1 = i(x)i(y), lo

que ocurre si y solo si G es abeliano. De igual modo, m es homomor�smo si m((x1, y1)(x2, y2)) =

m(x1x2, y1y2) = x1x2y1y2 = x1y1x2y2, lo que ocurre si G es abeliano. Por lo que podemos concluir

que Grp(Grp) = Ab.

Ejemplo 3.1.3 (Grupos topológicos). Si C = Top entonces un objeto grupo en C consta de un

espacio topológico X con estructura de grupo, de tal forma que la multiplicación m en X y la

función i que asigna inversos son funciones continuas (La función e que asigna el neutro es siempre

continua). A los objetos grupo de Top los llamamos grupos topológicos. Por la caracterización de los

mor�smos de objetos grupo, un mor�smo entre grupos topológicos es un homomor�smo de grupos

que también es una función continua.

Ejemplo 3.1.4 (Grupos de Lie). Si C =Man entonces un objeto grupo en C consta de una variedad

suave M con estructura de grupo de tal forma que la multiplicación m y la inversión i son suaves.

A los objetos grupo de Man los llamamos grupos de Lie. Un mor�smo entre grupos de Lie es un

homomor�smo de grupos que también es una función suave.

Proposición 3.1.1. La categoría Grp(C) tiene objeto cero y es el objeto terminal T .

Demostración. Nótese que el objeto terminal T de C es un objeto grupo porque dado X ∈ Ob(C), el

conjunto HomC(X,T ) admite una única estructura de grupo que lo vuelve isomorfo al grupo trivial

{0}. Ahora, si P ∈ Ob(Grp(C)) entonces el único mor�smo f : P → T es mor�smo de objetos

grupo pues {f∗ : KP (X) → KT (X)}X∈Ob(C) es transformación natural ya que dado un mor�smo

g : X → Y , el siguiente diagrama conmuta

KP (X) KT (X)

KP (Y ) KT (Y )

f∗

g∗

f∗

g∗

Concluimos que f es el único mor�smo de objetos grupo de P a T , y por tanto T es el objeto

terminal de Grp(C).

Ahora, para ver que T es el objeto inicial, observamos que si X ∈ Ob(C) entonces el único mor-

�smo de grupos hX de KT (X) a KP (X) es aquel que manda a la identidad de KT (X) a la identidad

de KP (X). Luego, la colección Λ = {fP : KT (X) → KP (X)}X∈Ob(C) forma una transformación

natural de KT a KP y por el corolario 1.4.1 existe entonces un único mor�smo f : T → P tal que

η(f) = Λ y por lo tanto f es el único mor�smo de objetos grupo de T a P , mostrando que T también

es objeto inicial en Grp(C) y por lo tanto es objeto cero de la categoría.
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Proposición 3.1.2. Si C admite límites entonces Grp(C) admite límites.

Demostración. Sea F : I → C funtor con F (i) = Gi un grupo objeto. Sea (L, {πi : L → Gi})i∈I
el límite de F en C. Como Grp es categoría completa, existe ĺım

i∈I
HomC(X,Gi) como grupo y es

isomorfo, por la proposición 1.3.6, al grupo HomC(X,L). Por tanto, L es objeto grupo y es el límite

de (Gi)i∈I en Grp(C).

3.2. Grupos topológicos

En esta sección abordaremos resultados clásicos de los grupos topológicos. Estos resultados serán

de utilidad ya que todo grupo de Lie resulta ser un grupo topológico. El lector interesado en grupos

topológicos puede consultar [Str06].

Proposición 3.2.1. (G,m, i, e) es grupo topológico si y solo si la función F : G×G→ G dada por

F (x, y) = xy−1 es continua.

Demostración. Si G es grupo topológico entonces F = m ◦ (π1 × (i ◦ π2)) es continua. Y si F es

continua entonces i = F ◦ (e× 1G) es continua y por lo tanto m = F ◦ (π1× (i ◦π2)) es continua.

De�nición 3.2.1 (Espacio homogéneo). El espacio topológico X es homogéneo si para cualesquiera

x, y ∈ X existe un homeomor�smo f : X → X tal que f(x) = y.

Proposición 3.2.2. Sea G grupo topológico y g ∈ G. Las traslaciones Rg : G → G y Lg : G → G

dadas por

Rg(x) = xg

Lg(x) = gx

son homeomor�smos

Demostración. Como podemos escribir Rg = m ◦ (1G× g) y Lg = m ◦ (g× 1G) entonces el resultado

se sigue de que la multiplicación m del grupo, la identidad de G y la función constante g son

continuas.

Corolario 3.2.1. Todo grupo topológico G es un espacio homogéneo.

Demostración. Sean x, y ∈ G. Por la proposición 3.2.2 la función Rx−1y es un homeomor�smo que

además cumple que Rx−1y(x) = y.

Corolario 3.2.2. Sea G grupo topológico, g ∈ G y B una base de vecindades de la identidad e.

Entonces {Rg[B] : B ∈ B} en una base de vecindades de g.
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Demostración. Si U es vecindad de g entonces R−1
g [U ] = Rg−1 [U ] es vecindad de e y existe B ∈ B

tal que B ⊆ R−1
g [U ] y por lo tanto Rg[B] ⊆ U .

Corolario 3.2.3. Sean G y G′ grupos topológicos. Si un homomor�smo de grupos f : G → G′ es

continua en un punto g ∈ G entonces f es un mor�smo de grupos topológicos.

Demostración. Sea h ∈ G. Como f es continua en g entonces existe U vecindad de g y V vecindad

de f(g) tales que f [U ] ⊆ V . Como las traslaciones son homeomor�smos se tiene que Rg−1h[U ] es

vecindad de y tal que

f [Rg−1h[U ]] = Rg−1h[f [U ]] ⊆ Rg−1h[V ] (3.6)

donde la primera igualdad en 3.6 se sigue de que f es homomor�smo de grupos.

Proposición 3.2.3. Si H es subgrupo del grupo topológico (G,m, i, e) entonces H es un grupo

topológico con la topología de subespacio.

Demostración. Si U es abierto en H. Entonces m|−1
H [U ] = (H ×H) ∩m−1[U ] es abierto en H ×H

y por tanto m|H es continua. De igual modo se demuestra que i|H es continua.

Proposición 3.2.4. Si H es subgrupo abierto del grupo topológico G entonces H es cerrado.

Demostración. Sea y ∈ G \ H. Entonces la clase lateral yH = {yh ∈ G : h ∈ Y } = Lg[H] es un

conjunto abierto tal que y ∈ yH ⊆ G \ H porque ye = y ∈ yH y si sucediera que yh = h′ para

ciertos h, h′ ∈ H entonces se tendría y ∈ h′h−1 ∈ H ∩ (G \ H), lo cual es una contradicción. Por

tanto G \H es abierto y así, H es cerrado.

Proposición 3.2.5. Si G es grupo topológico entonces la componente conexa de la identidad G0 es

subgrupo normal de G.

Demostración. Como la función que asigna el inverso i es continua, ee = e y G0 es conexo entonces

i[G0] es vecindad conexa de e y por tanto i[G0] ⊆ G0. Por otro lado, ya que el producto de espacios

conexos sigue siendo conexo, se tiene de manera similar m[G0 × G0] ⊆ G0 × G0. De este modo las

operaciones de grupo son cerradas en el subconjunto y G0 constituye un subgrupo de G.

Dado que la conjugación en el grupo ηg : G→ G dada por ηg(h) = ghg−1 con g ∈ G, es lo mismo

que ηg = Lg ◦ Rg−1 entonces ηg es un mor�smo de grupos topológicos y por continuidad junto al

hecho de que e ∈ ηG[G
0] se tiene que ηg[G0] ⊆ G0 para toda g ∈ G. Por tanto, G0 es subgrupo

normal de G.

Proposición 3.2.6. Si los mor�smos de grupos topológicos f1, f2 : G→ H coinciden en un abierto

U no vacío y G es conexo entonces f1 = f2
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Demostración. Si u ∈ U entonces

e = f1(uu
−1) = f1(u)f1u

−1 = f2(u)f2(u
−1) = f2(uu

−1) = e

y cancelando se tiene f1(u−1) = f2(u
−1) y así f1 y f2 también coinciden en i[U ] con i la función

inversión del grupo. Y es más, los mor�smos coinciden en la vecindad U0 = U · i[U ] de la identidad

del grupo e pues si u ∈ U y v ∈ i[U ] entonces

f1(uv) = f1(u)f1(v) = f2(u)f2(v) = f2(uv)

Ahora mostraremos que el subgrupo no vacío A = {g ∈ G : f1(g) = f2(g)} es abierto: Dado

g ∈ A se tiene que gU0 es vecindad de g contenida en A. Por la proposición 3.2.4, A es también

cerrado. Por conexidad debe suceder que A = G.

Proposición 3.2.7. Sea G grupo topológico conexo y U vecindad de la identidad e de G. Entonces

G =
⋃
n∈N

Un

Demostración. De�namos la vecindad V := U ∩U−1 de e y al subconjunto H :=
⋃
n∈N

⊆ G. Notemos

que V = V −1.

H es subgrupo de G pues si g, h ∈ H con g = g1...gn ∈ V n y h = h1...hm ∈ V m entonces

gh−1 = g1...gnh
−1
m ...h−1

1 ∈ V n+m ⊆ H.

H es abierto porque si g ∈ H entonces se tiene que pertenece a la vecindad g ∈ gV ⊆ gH. Se

sigue por la proposición 3.2.4 que H es cerrado.

Como H ⊆ G es no vacío (e ∈ H) y es tanto abierto como cerrado con G conexo entonces H = G.

Dado que H ⊆
⋃
n∈N

Un ⊆ G entonces concluimos la igualdad deseada.

3.3. Grupos de Lie

3.3.1. Primeros ejemplos

De�nición 3.3.1 (Subgrupo de Lie). Sea G grupo de Lie. Una subvariedad (H,ϕ) de G es un

subgrupo de Lie de G si H es grupo de Lie y ϕ es un mor�smo de grupos de Lie.

Observación 3.3.1. Si (H, i) es subvariedad del grupo de Lie G con H ⊆ G subgrupo entonces,

dado que la inclusión es mor�smo de grupos de Lie, la subvariedad H es subgrupo de Lie de G.

Proposición 3.3.1. Un grupo G es grupo de Lie si y solo si la función F : G × G → G dada por

F (x, y) = xy−1 es suave.
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Demostración. La demostración es similar a la proposición 3.2.1.

De�nición 3.3.2 (Acción suave). Sea G grupo de Lie, X variedad suave y α : G → Diff(X) un

homomor�smo de grupos. α es acción suave si la función ϕα : G×X → X dada por

ϕα(g, x) := α(g)x := (α(g))(x)

es suave.

Proposición 3.3.2. Sea G grupo de Lie y g ∈ G. Las traslaciones Rg y Lg son difeomor�smos.

Además, la función R : G → Diff(G), dada por R(g) = Rg, y la función L : G → Diff(G), dada

por L(g) = Lg, son acciones suaves de G en G.

Demostración. La demostración de la primera parte es parecida a la de la proposición 3.2.2. Lo

segundo es cierto ya que si g, h, k ∈ G entonces Lgh(k) = (gh)k = g(hk)) = Lg◦Lh(k) y similarmente

con R.

Ejemplo 3.3.1 (La circunferencia unitaria y el toro como grupos de Lie). Recordando que el círculo

unitario S1 es subgrupo de C, notando que la función F (x, y) = xy−1 es suave en C × (C \ {0}) y

retomando el ejemplo 2.1.4 tenemos por la proposición 3.3.1 que S1 es un grupo de Lie. Además, como

Man tiene productos �nitos por la proposición 2.1.3 entonces Grp(Man) también tiene productos

�nitos por la proposición 3.1.2, y el producto coincide con el producto en Man con la estructura de

producto directo de grupos. Es decir, el toro T 2 = S1×S1 con el producto coordenada a coordenada es

también un grupo de Lie. Podemos interpretar geométricamente a la multiplicación en S1: Multiplicar

dos puntos v y w en la circunferencia unitaria con argumentos α y β, respectivamente, resulta en

un tercer punto v · w con argumento α + β (Véase la �gura 3.1). Por tanto, podemos pensar al

toro S1 × S1 como una circunferencia 'esqueleto' C que en cada punto x posee una circunferencia

'auxiliar' Cx. De este modo, multiplicar dos puntos en T2 nos da un tercer punto que se obtiene

de movernos, tanto en C como en las circunferencias auxiliares, como se haría en S1 (Véanse las

�guras 3.2a y 3.2b).

Ejemplo 3.3.2 (Grupo general lineal). Si Mn×n(R) denota al conjunto de matrices de n × n con

entradas en los reales entonces el grupo general lineal es el conjunto

GL(n,R) := {A ∈Mn×n(R) : det(A) ̸= 0}

que junto a la multiplicación de matrices lo dota de estructura de grupo. El grupo general lineal es

una variedad diferenciable determinada por la carta global x : GL(n,R) → Rn2

dada por

x(A) = (a11, a12, .., a1n, a21, ..., an(n−1), ann)
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Figura 3.1: Multiplicación en S1.

(a) Se realizan dos productos en S1 (b) Vistazo �nal del producto

Figura 3.2: Producto en T2

donde aij es la entrada (i, j) de A (Es decir, la entrada en la i-ésima �la y en la j-ésima columna

de la matriz A). Las operaciones de grupo de GL(n,R) son suaves pues dados A,B ∈ GL(n,R), la

entrada (i, j) de AB es
n∑
k=1

aikbkj (3.7)

y 3.7 como función de Rn2 ×Rn2 ∼= R2n2

a R es suave pues es un polinomio. Mientras que la entrada

(i, j) de A−1 es 1
det(A)Aij con Aij el cofactor de A que se calcula como el determinante de la matriz

de (n− 1)× (n− 1) que se obtiene de eliminar el renglón i-ésimo y la columna j-ésima de A. Ya que
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el determinante tiene una forma polinomial1

det(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

aiσ(i) (3.8)

,y no se anula en GL(n,R), entonces la restricción i|GL(n,R) es suave. Concluimos que GL(n,R) es

un grupo de Lie.

Si V es R-espacio vectorial de dimensión n entonces podemos identi�car al grupo GL(V ) de

automor�smos lineales de V con GL(n,R) y hereda la estructura de grupo de Lie.

En caso de que V sea C-espacio vectorial podemos hacer la identi�cación de GL(V ) con GL(n,C) :=

{A ∈Mn×n(C) : det(A) ̸= 0} que a su vez se identi�ca con R2n2

ya que C es un R-espacio vectorial

de dimensión 2 y por el ejemplo 2.1.5 es que puede considerarse una variedad donde identi�camos

mediante una carta global al complejo x+ iy con el elemento (x, y) ∈ R2.

A los subgrupos de Lie ya sea de GL(n,R), GL(n,C) o GL(V ) se les conoce como los grupos de

Lie lineales.

3.3.2. Representaciones lineales y tensores

La siguiente subsección está basada en [Gor+13].

Observación 3.3.2. Recordemos que si α : G→ SX es una acción del grupo G en el conjunto X y

x ∈ X entonces el estabilizador de α es el subgrupo de G dado por

Gx := {g ∈ G : α(g)x = x}

También recordemos que si x ∈ X entonces se induce una función αx : G → X dada por

αx(g) = α(g)x. En el caso de que α sea acción suave se tiene que la función αx es suave.

Teorema 3.3.1. Sea α una acción suave del grupo de Lie G en la variedad suave X. Si x ∈ X

entonces la función αx : G → X, dada por αx(g) = (α(g))(x), tiene rango constante k. Además, el

estabilizador de la acción Gx es un subgrupo de Lie de codimensión k en G y se tiene la igualdad

Te(Gx) = Ker(Teαx)

Demostración. Se sigue del siguiente diagrama conmutativo para cualquier g ∈ G

G X

G X

αx

Lg α(g)

αx

1Con Sn nos referimos a las biyecciones de {i}ni=1 en {i}ni=1
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que la función αx tiene rango constante, digamos que tiene rango k. Por el teorema 2.4.4 se tiene

que α−1
x [{x}] = {g ∈ G : αx(g) = α(g)x = x} = Gx ⊆ G es subvariedad y por tanto es subgrupo de

Lie con el espacio tangente del enunciado.

El teorema 3.3.1 nos permite demostrar con facilidad que un subgrupo H de G es subgrupo de

Lie: Basta hallar una acción suave en G cuyo estabilizador sea H.

De�nición 3.3.3 (Representación lineal). Una representación lineal del grupo de Lie G en el espacio

vectorial V es un mor�smo de grupos de Lie

ϕ : G→ GL(V )

Observación 3.3.3. Dada una representación lineal ϕ : G→ GL(V ), podemos considerar la acción

suave ρϕ : G× V → V dada por

ρϕ(g, v) = ϕ(g)v

Ejemplo 3.3.3. La identidad del grupo de Lie GL(V ) nos da una representación lineal de GL(V )

en V como sigue: Id : GL(V ) → GL(V ), con Id(A) = A.

Ejemplo 3.3.4 (Operaciones entre representaciones lineales). Sean R : G → GL(V ) y S : G →

GL(U) representaciones lineales del grupo de Lie G. Podemos construir nuevas representaciones

lineales de G a partir de estas dos.

La suma de las representaciones R y S es una representación lineal R+ S : G→ GL(V ⊕U) de

G en V ⊕ U dada por

(R+ S)(g)(v + u) = R(g)v + S(g)u

El producto de las representaciones R y S es una representación lineal RS de G en V ⊗U dada

por

(RS)(g)(v ⊗ u) = R(g)v ⊗ S(g)u

La representación dual de la representación R es una representación lineal R∗ de G en V ∗ dada

por

(R∗(g)f)(v) = f(R(g)−1v)

Ejemplo 3.3.5. Sea V espacio vectorial de dimensión �nita. Dados n, k ∈ N0, la identidad Id

de GL(V ) induce una representación lineal Tk,l : GL(V ) → GL(T k,l(V )) de GL(V ) en el espacio

T k,l(V ) := T kV ⊗ T lV ∗ de tensores de tipo (k, l), la cual está dada por

Tk,l = Idk(Id∗)l

Antes de continuar con los ejemplos, recordaremos algunas propiedades del producto tensorial.
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El lector interesado en los detalles de las de�niciones y pruebas puede consultar el capítulo 10 de

[Zal19].

Observación 3.3.4. Sean {V,W} ∪ {Vi}ki=1 K-espacios vectoriales. Por HomK(V,W ) nos referi-

remos al conjunto de transformaciones K-lineales de V en W .

Mientras que con

MultK(

k∏
i=1

Vi, V )

nos referiremos al conjunto de transformaciones k-multilineales de
k∏
i=1

Vi a V .

A funciones k-multilineales de V k en K se les conoce como formas k-lineales en V .

De�nición 3.3.4 (Tensor de tipo (r, s)). Sea V K-espacio vectorial de dimensión �nita. Un ele-

mento de T r,s := (⊗ri=1V )⊗ (⊗sj=1VjV
∗) se conoce como un tensor de tipo (r, s).

Teorema 3.3.2. Sean {W}∪{Vi}ki=1 K-espacios vectoriales. Entonces se tiene el siguiente isomor-

�smo lineal

MultK(

k∏
i=1

Vi,W ) ∼= HomK(

k⊗
i=1

Vm,W )

Demostración. Tomando j ∈ {1, ..., k}, elegimos {e(j)i }dji=1 base de Vj con Vj K-espacio vectorial

de dimensión dj . Sabemos que {
k⊗

n=1
e
(n)
in

}(i1,...,ik)∈{1,...,d1}×...×{1,...,dk} es base de
k⊗
j=1

Vj . A g ∈

MultK(
∏k
i=1 Vi, V ) le asociamos la transformación lineal g̃ :

k⊗
j=1

Vj →W dada en la base por

g(

k⊗
n=1

e
(n)
in

) = g(e
(1)
i1
, ..., e

(k)
ik

)

Cabe destacar que g̃ es la única transformación lineal que hace conmutar el siguiente diagrama

(Propiedad universal del producto tensorial)

k∏
i=1

Vi W

k⊗
i=1

Vi

g

⊗ g̃

Teorema 3.3.3. Sean {Vi}ki=1 K-espacios vectoriales de dimensión �nita. Entonces se tiene el

siguiente isomor�smo lineal
k⊗
i=1

V ∗
i
∼= (

k⊗
i=1

Vi)
∗
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Demostración. A
k⊗
i=1

fi ∈
k⊗
i=1

V ∗
i asociamos la funcional lineal f :

k⊗
i=1

Vi → K dada por

f(

k⊗
i=1

vi) =

k∏
i=1

fi(vi)

Corolario 3.3.1. Sean {Vi}ki=1 K-espacios vectoriales. Entonces se tiene el siguiente isomor�smo

lineal

MultK(

k∏
i=1

Vi,K) ∼= (

k⊗
i=1

Vi)
∗ ∼=

k⊗
i=1

V ∗
i

Demostración. A
k⊗
i=1

fi ∈
k⊗
i=1

V ∗
i asociamos la función k-multilineal f :

k∏
i=1

Vi → K dada por

f(v1, ..., vk) =

k∏
i=1

fi(vi)

Ejemplo 3.3.6 (Formas l-lineales). Por el corolario 3.3.1, todo tensor de tipo (0, l) puede verse

como una l-forma f en V . GL(V ) actúa en T 0,l mediante la función ϕT0,l
: GL(V ) × T 0,l → T 0,l

dada por

(ϕT0,l
(A, f))(v1, ..., vl) = f(A−1v1, ..., A

−1vl)

En este caso el estabilizador de la acción es

GL(V )f = {A ∈ GL(V ) : ∀v1, ..., vl ∈ V (f(v1, ..., vl) = f(A−1v1, ..., A
−1vl))}

es decir, es el conjunto de transformaciones lineales que preservan la l-forma f

Aut(V, f) := GL(V )f = {A ∈ GL(V ) : ∀v1, ..., vl ∈ V (f(v1, ..., vl) = f(Av1, ..., Avl))} (3.9)

Por el teorema 3.3.1, el subconjunto 3.9 conforma un grupo de Lie lineal.

3.3.3. Grupos de Lie lineales

En esta sección, veremos manifestaciones concretas del grupo de Lie lineal 3.9 para así recuperar

a los grupos clásicos de Lie. Antes de entrar en detalles, presentamos al grupo especial lineal y

recordamos conceptos sobre tensores de tipo (0, 2) (Formas bilineales).
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Ejemplo 3.3.7 (Grupo especial lineal). El conjunto

SL(n,R) := {A ∈Mn×n(R) : det(A) = 1}

es un subgrupo de GL(n,R) conocido como el grupo especial lineal. Como la función det :Mn×n(R) →

R es una sumersión en R \ {0} entonces 1 es valor regular de det y así, por el teorema 2.4.3,

det−1[{1}] = SL(n,R) es grupo de Lie lineal.

Si V es R-espacio vectorial de dimensión �nita n entonces identi�camos a SL(V ) con SL(n,R).

De forma similar, podemos de�nir al subgrupo de Lie SL(n,C) := {A ∈Mn×n(C) : det(A) = 1}

de GL(n,C).

Observación 3.3.5 (Teorema de Cartan). De forma alterna, para demostrar que SL(n,R) es grupo

de Lie puede utilizarse el teorema de Cartan que dice que: Dado G grupo de Lie y H subgrupo de

G, H es subgrupo de Lie si y solo si H es cerrado. Y claramente el conjunto SL(n,R) = det−1[{1}]

es cerrado. Se puede leer la demostración del teorema de Cartan como el teorema 5.81 en [Lee09].

De�nición 3.3.5 (Forma bilineal no degenerada). Sea V K-espacio vectorial . Una forma bilineal

β : V × V → K es no degenerada si las funciones βL, βR : V → V ∗, dadas por βL(v) = β(v, ·) y

βR(v) = β(·, v), son isomor�smos.

Observación 3.3.6. En general, si G es grupo de Lie lineal entonces 1 es valor regular de det|G :

G→ R y det|−1
G [{1}] es también grupo de Lie lineal.

En caso de que f sea forma l-lineal, escribiremos SAut(V, f) en lugar de det−1[{1}]

De�nición 3.3.6 (Producto escalar). Sea V R-espacio vectorial. Un producto escalar real en V es

una forma bilineal β : V × V → R que es simétrica y no degenerada.

De�nición 3.3.7 (Forma sesquilineal). Sea V C-espacio vectorial. Una forma sesquilineal en V es

una función β : V × V → C que es R-bilineal y además satisface lo siguiente

∀ a ∈ C ∀ v, w ∈ V ((β(av, w) = aβ(v, w)) ∧ (β(v, aw) = aβ(v, w)))

De�nición 3.3.8 (Forma hermitiana). Sea β una forma sesquilineal en el C-espacio vectorial V . β

es una forma hermitiana si

∀v, w ∈ V (β(v, w) = β(w, v))

Si además β es no degenerada entonces decimos que β es un producto escalar hermitiano.

De�nición 3.3.9 (Producto interno). Sea β un producto escalar (real o hermitiano). β es un

producto interno si es positivo de�nido, lo que signi�ca que

∀v ∈ V (β(v, v) ≥ 0 ∧ (β(v, v) = 0 → v = 0))
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Observación 3.3.7. Si β es una forma bilineal sobre el K-espacio vectorial V de dimensión n con

base {vi}ni=1 entonces tenemos una matriz asociada a β dada por B = (β(vi, vj))i,j. Si v, w ∈ V y [v]

representa al vector de coordenadas en Fn de v con respecto a la base {vi}ni=1 entonces si conocemos

la matriz B podemos calcular β en (v, w) de la siguiente manera

β(v, w) = [v]tB[w]

Por tanto, si A es una matriz en GL(n,K) entonces

β(Av,Aw) = [v]tAtBA[w]

y así, A respeta la forma bilineal β si y sólo si B = AtBA.

Ejemplo 3.3.8 (Grupo semiortogonal, ortogonal y ortogonal especial). Sea V R-espacio vectorial.

Si β es un producto interno en V entonces Aut(V, β) se denota por O(V, β) y nos referiremos al

mismo como el grupo semiortogonal asociado a β.

Por el teorema de Sylvester junto a Gram-Schmidt (Puede consultar los teoremas 9.14 y 9.21 de

[Zal19]) existe una base B de V donde la matriz asociada a β es la matriz diagonal ηp,q que consta

de p unos en la diagonal y q := n− p menos unos en la diagonal. Con dicha base B e identi�cando

a V con Rn, β está dada por

⟨x, y⟩ :=
p∑
i=1

xiyi −
n∑

i=p+1

xiyi

De este modo, O(V, β) puede denotarse O(p, q) y va a constar de las matrices Q en GL(n,R)

tales que Qtηp,qQ = ηp,q. O dicho de otro modo, podemos identi�car a O(V, β) con el llamado grupo

de matrices semiortogonales

O(p, q) := {Q ∈ GL(n,R) : ∀x, y ∈ Rn(⟨Qx,Qy⟩ = ⟨x, y⟩)}

En caso de que β sea un producto interno se tiene q = 0 y llamamos a O(V, β) el grupo ortogonal

real. Denotaremos a O(n, 0) por O(n,R) y lo llamamos el grupo de matrices ortogonales reales.

Además, a SAut(V, β) lo denotamos por SO(V, β) y lo llamaremos el grupo especial ortogonal. El

grupo especial ortogonal de matrices es SO(n,R) := O(n,R) ∩ SL(n,R).

Ejemplo 3.3.9 (Grupo semiunitario, unitario y unitario especial). Sea V un C-espacio vectorial y

β una forma hermitiana en V . En este caso denotamos a Aut(V, β) por U(V, β) y nos referiremos al

mismo como el grupo semiunitario asociado a β. Bajo el mismo argumento del ejemplo 3.3.8, existe
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una base donde β se puede identi�car con la forma hermitiana

⟨x, y⟩ :=
p∑
i=1

xiyi −
n∑

i=p+1

xiyi

De�nimos el grupo de matrices semiunitarias

U(p, q) := {A ∈ GL(n,C) : ∀x, y ∈ Cn (⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x, y⟩)}

En el caso de que β sea un producto interno se tiene q = 0 y denotaremos a U(p, 0) por U(n).

Llamaremos a U(n) el grupo de matrices unitarias. Nótese que en particular U(1) = S1.

Si β es producto interno entonces nos referiremos a SAut(V, β) por SU(V, β) y lo llamaremos el

grupo especial unitario. El grupo especial unitario en matrices es SU(n) := U(n) ∩ SL(n,C).

Ejemplo 3.3.10 (Grupo simpléctico). Sea β es una forma C-lineal no degenerada anti-simétrica

en V C-espacio vectorial de dimensión 2n. A Aut(V, β) lo llamamos el grupo simpléctico complejo.

Es posible demostrar que existe una base donde β se ve de la forma canónica

(x, y) =

n∑
i=1

viwn+i −
n∑
j=1

vn+jwj

De modo que el grupo simpléctico de matrices es

Sp(2n,C) := {A ∈M2n×2n(C) : ∀x, y ∈ C2n((Ax,Ay) = (x, y))}

Si β fuera R-bilineal antisimétrica y no degenerada en V R-espacio vectorial de dimensión 2n

entonces de manera similar de�nimos los grupos de Lie Sp(V,R) y Sp(2n,R).

Hasta aquí hemos terminado con los grupos de Lie clásicos.

De�nición 3.3.10 (K-álgebra). Un K-espacio vectorial A junto a una función bilineal · : A×A→

A, conocida como el producto en A, es una K-álgebra.

Observación 3.3.8. Si A es K-álgebra con producto · entonces denotaremos por a · b a ·(a, b).

De�nición 3.3.11 (Mor�smo de K-álgebras). Sean A y B K-álgebras con productos ·A y ·B res-

pectivamente. Una transformación lineal T : A→ B es un mor�smo de K-álgebras si

∀a, b ∈ A (T (a ·A b) = T (A) ·b T (B))

En caso de que A = B y T sea isomor�smo lineal, diremos que T es un automor�smo del

K-álgebra A.
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Ejemplo 3.3.11 (Automor�smo de una K-álgebra). Por los isomor�smos para funciones multili-

neales y tensores obtenemos

Bil(A×A,A) ∼= HomK(A⊗A,A) ∼= (A⊗A)∗ ⊗A ∼= T 1,2A

De este modo, el producto en una K-álgebra es un tensor de tipo (1, 2).

Las transformaciones lineales invertibles que preservan el tensor forman un grupo de Lie. Por

tanto, el conjunto de automor�smos Aut(A) del K-álgebra �nita A constituyen un grupo de Lie.

3.4. Álgebras de Lie

3.4.1. Álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie

Comenzamos hablando de la de�nición general de álgebra de Lie para luego particularizar al

caso del álgebra de Lie asociado a un grupo de Lie, el cual puede ser identi�cado por medio de sus

campos vectoriales izquierdo invariantes.

De�nición 3.4.1 (Álgebra de Lie). Un álgebra de Lie [real] consta de un R-espacio vectorial V

junto a una función bilineal [·, ·] : V × V → V antisimétrica (A veces conocido como el corchete de

Lie) tal que

∀x, y, z ∈ V ([x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0) (3.10)

A 3.10 se le llama la identidad de Jacobi.

De�nición 3.4.2 (Mor�smo de álgebras de Lie). Si V y W son dos álgebras de Lie entonces una

transformación lineal f : V →W es un mor�smo de álgebras de Lie si

∀x, y ∈ V (f([x, y]) = [f(x), f(y)])

Y si además f es un isomor�smo lineal entonces se dice que f es un isomor�smo de álgebras de Lie.

De�nición 3.4.3. Sea (V, [·, ·]V ) es álgebra de Lie y W subespacio vectorial de V . W es subálgebra

de Lie de V si (W, [·, ·]V |W×W ) es álgebra de Lie.

Ejemplo 3.4.1. Toda álgebra de Lie es una R-álgebra con producto [·, ·]. Por el ejemplo 3.3.11, el

conjunto de automor�smos Aut(V ) del álgebra de Lie de dimensión �nita V forman un grupo de

Lie.

Observación 3.4.1 (Categoría de álgebras de Lie). La composición de mor�smos de álgebras de

Lie vuelve a ser mor�smo de álgebras de Lie, y la función identidad del álgebra de Lie también es

mor�smo. Esto nos permite hablar de la categoría LieAlg cuyos objetos son álgebras de Lie y cuyos
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objetos son mor�smos de álgebras de Lie. Además, a la subcategoría de LieAlg que consta de las

álgebras de Lie de dimensión �nita la denotamos por LieAlgf

Proposición 3.4.1. Si M es variedad entonces X(M) junto al conmutador de campos vectoriales

tiene estructura de álgebra de Lie real.

Demostración. Se dota a X(M) de estructura de R-espacio vectorial de�niendo la suma y el producto

escalar como usualmente se hace para funciones real valuadas. Esto es, si f ∈ C∞(M), X,Y ∈ X(M)

y λ ∈ R entonces

(X + Y )(f) := X(f) + Y (f)

(λX)(f) := λX(f)

Además si tomamos f ∈ C∞(M), X,Y, Z ∈ XL(M) y λ ∈ R:

1. Es antisimétrico (O anticonmutativo) ya que

[X,Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf) = −(Y (Xf)−X(Y f)) = −[Y,X]

2. Es bilineal. Basta demostrarlo en una entrada por la antisimétria.

[λX + Y, Z](f) = (λX + Y )(Zf)− Z((λX + Y )f)

= λX(Zf) + Y (Zf)− Z(λ(Xf))− Z(Y f)

= λ[X,Z] + [Y, Z]

3. Satisface la identidad de Jacobi pues

[X, [Y, Z]](f) = X(Y (Zf))−X(Z(Y f))− Y (Z(Xf)) + Z(Y (Xf))

[Y, [Z,X]](f) = Y (Z(X)f)− Y (X(Zf))− Z(X(Y f)) +X(Z(Y f))

[Z, [X,Y ]](f) = Z(X(Y )f)− Z(Y (Xf))−X(Y (Zf)) + Y (X(Zf))

Y haciendo la suma se obtiene que [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
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De�nición 3.4.4. Sea G grupo de Lie. Un campo vectorial X ∈ X(G) es izquierdo invariante si

∀g ∈ G(X ∼Lg
X)

En otras palabras, X es izquierdo invariante si para toda g ∈ G el siguiente diagrama conmuta

TG TG

G G

TLg

X

Lg

X

Al conjunto de campos izquierdo invariantes de G se le denota por XL(G).

Lema 3.4.1. Sea G grupo de Lie. Un campo X ∈ X(G) es izquierdo invariante si y solo si

∀g ∈ G ∀f ∈ C∞(G) (X(f ◦ Lg) = (Xf) ◦ Lg)

Demostración. Sean g, h ∈ G y f ∈ C∞(M). Por un lado

(X(f ◦ Lg))(h) = Xh(f ◦ Lg) = (ThLg(Xh))(f) (3.11)

Mientras que por otro lado

(Xf ◦ Lg)(h) = Xgh(f) (3.12)

Y los términos 3.11 y 3.12 son iguales si y sólo si Xgh = ThLg(Xh).

Proposición 3.4.2. Sea G grupo de Lie. Si X,Y ∈ XL(G) entonces [X,Y ] ∈ XL(G).

Demostración. Sea f ∈ C∞(G) y g ∈ G. Por de�nición 2.3.6:

[X,Y ](f ◦ Lg) = X(Y (f ◦ Lg))− Y (X(f ◦ Lg)) (3.13)

= X((Y f) ◦ Lg)− Y ((Xf) ◦ Lg) (3.14)

= (X(Y f)) ◦ Lg − (Y (Xf)) ◦ Lg (3.15)

= ([X,Y ]f) ◦ Lg (3.16)

donde las igualdades 3.14 y 3.15 se deben al lema 3.4.1. Por la igualdad 3.16 y el lema 3.4.1 se

concluye que [X,Y ] ∈ XL(G)

Corolario 3.4.1. Sea G grupo de Lie. El conjunto de campos izquierdos invariantes XL(G) es

subálgebra de Lie de X(G).

Demostración. La proposición 3.4.2 nos dice que el conmutador [·, ·] es cerrado en el subespacio

lineal XL(M) de X(M). Concluimos que XL(M) es álgebra de Lie.



CAPÍTULO 3. GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE 75

Proposición 3.4.3. Sea G grupo de Lie. Existe un isomor�smo de R-espacios vectoriales

TeG ∼= XL(G)

Demostración. De�nimos la función F : TeG → XL(G) dada por F (v) = Lv donde Lv(g) :=

(TeLg)(v). Primero veamos que F está bien de�nida: Si v ∈ TeG, g, h ∈ G y f ∈ C∞(G) entonces

(ThLg(L
v
h))(f) = Lvh(f ◦ Lg) = (TeLh(v))(f ◦ Lg) = v(f ◦ Lg ◦ Lh) = (TeLgh(v))(f) = Lvgh(f)

y por la de�nición 3.4.4, Lv es izquierdo invariante y la función F esta bien de�nida.

Para ver que F es isomor�smo lineal de�nimos a la función G : XL(G) → TeG dada por G(X) =

Xe. G es lineal pues si λ ∈ R entonces G(λX + Y ) = λXe + Ye = λG(X) +G(Y ). Y G es inversa de

F ya que

G(F (v))(f) = G(Lv)(f) = Lve(f) = (TeLe(v))(f) = v(f ◦ Le) = v(f)

Es decir, G(F (v)) = v. Por lo tanto, concluimos que F es isomor�smo lineal.

Corolario 3.4.2. Si G es grupo de Lie de dimensión n visto como variedad diferenciable entonces

el álgebra de Lie XL(G) es de dimensión n visto como R-espacio vectorial.

Demostración. Por la proposición 3.4.3 se tiene el isomor�smo lineal XL(M) ∼= TeG y por lo tanto

los espacios tienen la misma dimensión. Y la dimensión de TeG, como vimos en la proposición 2.2.6,

es igual a la dimensión de G.

Destaca el hecho de que los campos izquierdo invariantes sean completos.

Lema 3.4.2. Sea el campo vectorial X ∈ X(M) y γ : I → M curva integral de M en p. Entonces

para a ∈ R, la curva γ̃ : I − a→M dada por γ̃(t) = γ(t+ a) es curva integral de M .

Demostración. Sea f ∈ C∞(M) y t0 ∈ I. Entonces

˙̃γ(t0)f =
d

dt
|t=t0(f ◦ γ̃) = d

dt
|t0(f ◦ γ)(t0 + a) = (f ◦ γ)′(t0 + a) = γ̇(t0 + a)f = Xγ(t0+a)f = Xγ̃(t0)f

Por lo tanto, γ̃ es curva integral de M .

Lema 3.4.3. Sea el campo vectorial X ∈ X(M). Si existe ϵ > 0 tal que para todo p ∈ M y curva

integral maximal γp : Ip → M de M que inicia en p se tiene que (−ϵ, ϵ) ⊆ Ip , entonces X es

completo.

Demostración. Supongamos que existe p ∈ M tal que el dominio de la curva integral maximal

γp : Ip →M por p tiene dominio acotado.
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En el caso de que Ip este acotado por arriba consideramos a := sup(Ip) y t0 > 0 tal que

a − ϵ < t0 < a. Tomando q = γp(t0), entonces por hipótesis se tiene (−ϵ, ϵ) ⊆ Iq. De�nimos

γ : (−ϵ, t0 + ϵ) →M mediante

γ(t) :=


γp(t) si t ∈ (−ϵ, a)

γq(t− t0) si t ∈ (t0 − ϵ, t0 + ϵ)

γ está bien de�nida por el teorema de unicidad. Por el lema 3.4.2, γ es curva integral que comienza

en p con t0 + ϵ > a, lo cual no es posible porque a es el supremo de Ip.

En caso de que Ip este acotado por debajo, la demostración es similar.

Proposición 3.4.4. Sea G grupo de Lie. Si X ∈ XL(G) entonces X es completo.

Demostración. Sea γ : (−ϵ, ϵ) → G curva integral de G en e y g ∈ G. Como X ∼Lg X entonces por

la proposición 2.3.4 se tiene que Lg ◦ γ : (−ϵ, ϵ) → G es curva integral de X en g. Por el lema 3.4.3

se sigue que X es completo.

Observación 3.4.2 (Álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie). Por el isomor�smo en 3.4.3, se

induce naturalmente una estructura de álgebra de Lie en TeG dada por

∀v, w ∈ TeG([v, w] := [Lv, Lw](e))

En resumen, dado un grupo de Lie G, existe un álgebra de Lie, que podemos identi�car como

TeG ó XL(G), asociada a G. Se acostumbra a denotar al álgebra de Lie asociada al grupo de Lie

por una letra minúscula en tipografía Fraktur. Por ejemplo, el álgebra de Lie de G se denotaría g,

mientras que el álgebra de Lie de H se denotaría h.

Observación 3.4.3 (Coe�cientes de estructura). Sea (V, [·, ·]V ) álgebra de Lie n-dimensional, con

base {vi}ni=1. Si tomamos a, b ∈ V con a =
n∑
i=1

aivi y b =
n∑
i=1

bivi entonces por la bilinealidad del

corchete de Lie [·, ·]V se tiene la igualdad

[a, b]V =
∑

(i,j)∈{1,..,n}2

aibj [vi, vj ]V =
∑

(i,j,k)∈{1,...,n}3

aibjc
k
ijvk

donde

[vi, vj ]V =

n∑
k=1

c kijvk

Por tanto el corchete de Lie en V queda totalmente determinado por la colección de escalares

{c kij}(i,j,k)∈{1,...,n}3 . A los escalares c kij se les conoce como coe�cientes de estructura del álgebra de

Lie V .
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Cabe destacar que por la antisimetría del corchete de Lie en la de�nición 3.4.1 se van a tener

las siguientes igualdades

c kij = −c kji

c kii = 0

Ejemplo 3.4.2 (Álgebra de Lie abeliana). Si V es espacio vectorial de dimensión uno con base

{w} entonces por la observación 3.4.3, un corchete de Lie [·, ·] en V está determinado por el valor

de [w,w] pero por antisimetría debe suceder que [w,w] = 0 y así

∀v ∈ V ([v, v] = 0) (3.17)

Por tanto solo existe en V una posible estructura de álgebra de Lie cuyo corchete de Lie es 3.17.

Si en general (V, [·, ·]) es un álgebra de Lie n-dimensional donde el corchete de Lie es el de la

ecuación 3.17, entonces el álgebra de Lie (V, [·, ·]) se conoce como el álgebra de Lie trivial de V o,

en analogía con el conmutador de grupos, el álgebra de Lie abeliano de V .

Como consecuencia, si G es grupo de Lie con dim(G) = 1 entonces su álgebra de Lie TeG es de

dimensión 1 y por tanto tiene estructura de álgebra de Lie trivial. En particular, el álgebra de Lie

de G es isomorfa al álgebra de Lie trivial de R.

Por lo anterior, el álgebra de Lie asociada a S1 es R.

Ejemplo 3.4.3 (Álgebra de Lie asociada al producto de grupos de Lie). Recordando el isomor�smo

T(e,e)(G×H) ∼= TeG× TeH, se sigue que el álgebra de Lie asociado al producto de grupos de Lie es

el producto de las álgebra de Lie asociadas a los grupos.

En particular, el álgebra de Lie asociada al toro n-dimensional (S1)n es Rn.

3.4.2. Álgebras de Lie lineales

A las álgebras de Lie asociadas a los grupos de Lie lineales se les conoce como álgebras de Lie

lineales. En esta sección calcularemos las álgebras de Lie lineales utilizando para ello la función

exponencial para matrices y la identi�cación del corchete de Lie del álgebra general lineal con el

conmutador de matrices.

Teorema 3.4.1. Sea V R-espacio vectorial de dimensión �nita. El álgebra de Lie asociado a GL(V )

es isomorfo a HomK(V, V ) con corchete de Lie igual al conmutador de transformaciones lineales

∀A,B ∈ HomK(V, V ) ([A,B] := A ◦B −B ◦A)

O equivalentemente, el álgebra de Lie asociado a GL(n,R) es isomorfo a Mn×n(R) junto al
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conmutador de matrices.

Demostración. Dado que GL(V ) es subconjunto abierto de HomR(V, V ) entonces por la proposición

2.4.1, el álgebra de Lie asociada aGL(n,R) puede identi�carse con TI(GL(V )) = TI(HomK(V, V )) ∼=

HomK(V, V ).

En lo que sigue identi�quemos aHomK(V, V ) con las matrices. Sea n = dim(V ) y {Eij}(i,j)∈{1,...,n}2

la base canónica de HomK(V, V ). Como la traslación LX es lineal entonces TILX puede identi�carse

con LX y así las matrices A y B tienen asociados los campos izquierdo invariantes

LA(X) =
∑

(i,j,k)∈{1,...,n}3

xikakj
∂

∂Eij

y

LB(X) =
∑

(i,j,k)∈{1,...,n}3

xikbkj
∂

∂Eij

respectivamente.

Calculemos el conmutador de los campos

[LA, LB ](X) =
∑

(i,j)∈{1,..,n}2

[LA(

n∑
k=1

xikbkj)− LB(

n∑
k=1

xikakj)]
∂

∂Eij

Haciendo las cuentas por separado obtenemos

LA(

n∑
k=1

xikbkj) =
∑

(p,q,r)∈{1,...,n}3

xprarq
∂

∂Epq
(

n∑
k=1

xikbkj)

=
∑

(p,q,r)∈{1,...,n}3

xprarqδpiδkqbqj

=
∑

(q,r)∈{1,...,n}2

xirarqbqj

y de forma similar

LB(

n∑
k=1

xikakj) =
∑

(q,r)∈{1,...,n}2

xirbrqaqj

Por lo tanto

[LA, LB ](X) =
∑

(i,j,q,r)∈{1,..,n}4

xir(arqbqj − brqaqj)
∂

∂Eij

O dicho de otro modo

[LA, LB ](X) =
∑

(i,j,r)∈{1,...,n}3

(X)ir[(AB)rj − (BA)rj ]
∂

∂Eij
(3.18)

La matriz asociada al campo invariante 3.18 es la matriz [AB] = AB − BA. Por tanto el corchete
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de Lie para el álgebra de Lie asociada al grupo general lineal es el conmutador de matrices.

Observación 3.4.4 (Álgebra general lineal). Al álgebra de Lie asociada al grupo general lineal se

le conoce como el álgebra general lineal. Como vimos por el teorema 3.4.1, dicha álgebra se puede

identi�car con el conjunto gl(V ) de los endomor�smos del espacio vectorial de dimensión �nita V

en V , o como el conjunto gl(n) de matrices cuadradas de n× n con coe�cientes reales.

A las subálgebras de Lie del álgebra general lineal se les conoce como las álgebras de Lie lineales.

Como comentaremos más adelante (Véase la observación 4.1.2), a cada subgrupo de Lie del grupo

de Lie G corresponde una subálgebra de Lie de g. Esto nos dice que para cada uno de los grupos

de Lie lineales que estudiamos en secciones pasadas, va a existir una correspondiente álgebra de Lie

lineal.

Para introducir a la exponencial veamos quienes son los �ujos de los campos izquierdo invariantes.

De�nición 3.4.5 (Subgrupo uniparamétrico). Sea G grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico de

G es un mor�smo de grupos de Lie

γ : R → G

El siguiente teorema nos dice que hay una correspondencia biyectiva entre los subgrupos para-

métricos de G y los campos izquierdo invariantes. Por tanto hay una correspondencia biyectiva entre

los subgrupos uniparamétricos y TeG

Lema 3.4.4. El campo vectorial ∂
∂t ∈ X(R) es izquierdo invariante.

Demostración. Sean a, x ∈ R y f ∈ C∞(R). Dado que La(t) = t+a entonces ∂
∂t (La) = 1 y por tanto

(TxLa(
∂

∂t
))(f) =

∂

∂t
|x(f ◦ La) =

∂f

∂t
|x+a

∂La
∂t

|x =
∂f

∂t
|x+a =

∂

∂t
|x+a(f)

Teorema 3.4.2. Sea G grupo de Lie. Los subgrupos uniparamétricos de G son exactamente las

curvas integrales maximales de campos izquierdos invariantes que empiezan en e.

Demostración. Si γ es curva integral maximal de un campo izquierdo invariante X que comienza en

e entonces por la proposición 3.4.4 dom(γ) = R. Como X ∼Lg X entonces por la proposición 2.3.4 se

tiene que para s ∈ R la curva t→ Lγ(s)(γ(t)) es curva integral de X en γ(s). Pero por el lema 3.4.2,

la curva t→ γ(s+ t) es curva integral de X en γ(s). Por unicidad debe ocurrir γ(s)γ(t) = γ(s+ t).

Por lo tanto, por ser γ curva suave, γ es subgrupo uniparamétrico de G.

Sea γ : R → G es grupo uniparamétrico y X ∈ XL(G) el único campo izquierdo invariante tal

que ∂
∂t ∼γ X (La existencia y unicidad del campo X se verá en la proposición 4.1.1) con ∂

∂t visto
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como campo izquierdo invariante en R por el lema 3.4.4. De este modo, para t0 ∈ R se tiene que

γ̇(t0) = Tt0γ(
∂

∂t
|t0) = Xγ(t0)

y por tanto γ es curva integral del campo izquierdo invariante X ∈ XL(G) que además comienza en

e pues γ(0) = e ya que γ es mor�smo de grupos.

De�nición 3.4.6. Dado el grupo de Lie G, de�nimos la función exponencial exp : g → G dada por

exp(X) = γ1X(e) = γe(1)

De�nición 3.4.7 (Matriz exponencial). La exponencial de la matriz A ∈Mn×n(R) es la matriz

eA :=
∑
i∈N0

1

i!
Ai (3.19)

Observación 3.4.5. La serie 3.19 utilizada para de�nir a la matriz eA es convergente y por tanto

hablar de la matriz eA tiene sentido.

Proposición 3.4.5. El subgrupo uniparamétrico de GL(n,R) generado por A ∈ gl(n) es γ(t) = etA.

Demostración. A la matriz A corresponde, por la proposición 3.4.3, el campo izquierdo invariante

LA dado por LA(X) = xijaak
∂

∂Eij |X .

El subgrupo uniparamétrico generado por A es un una curva integral γ de LA que satisface el

problema de valores iniciales γ̇(t) = LA(γ(t))

γ(0) = In

La condición de ser curva integral en este caso se reduce a

γ̇ik(t) = γij(t)Akj

o en notación matricial

γ̇(t) = γ(t)A (3.20)

La ecuación diferencial lineal 3.20 junto su condición inicial tiene por solución la curva γ(t) = etA.

Proposición 3.4.6. Sea H subgrupo de Lie del grupo de Lie G. Los subgrupos uniparamétricos de

H son precisamente aquellos subgrupos uniparamétricos γ de G con γ̇(0) ∈ TeH.

Demostración. Sea γ : R → H subgrupo uniparamétrico. Si i es la inclusión de H en G entonces

i ◦ γ es subgrupo uniparamétrico de G con γ̇(0) ∈ TeH.
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Conversamente, si γ es subgrupo uniparamétrico de G con γ̇(0) ∈ TeH y γ̃ es el subgrupo

uniparamétrico de H con ˙̃γ(0) = γ̇(0). Por unicidad debe ocurrir γ = γ̃.

Corolario 3.4.3. Sea H subgrupo de Lie del grupo de Lie G. Entonces

h = {X ∈ g : ∀t ∈ R(exp(tX) ∈ H)}

Gracias al corolario 3.4.3 y los teoremas 3.4.1 podemos hacer un cálculo directo de las álgebras

de Lie lineales.

Teorema 3.4.3. Sea A ∈ gl(n). Entonces

det(eA) = etr(A)

Demostración. Puede leerse como la proposición 6.32 en [Zal19].

Ejemplo 3.4.4. El álgebra de Lie asociada al grupo especial lineal SL(n,R) se conoce como el

álgebra especial lineal y es

sl(n) = {A ∈ gl(n) : det(eA) = etr(A) = 0} = {A ∈ gl(n) : tr(A) = 0}

Es decir, el álgebra especial lineal consta de las matrices con traza cero.

Ejemplo 3.4.5. El álgebra de Lie asociada al grupo ortogonal O(n,R) es

o(n) = {A ∈ gl(n) : (eA)t(eA) = eA
t+A = I} = {A ∈ gl(n) : A = −At}

Es decir, es el álgebra que consta de las matrices antisimétricas.

Similarmente, el álgebra asociada al grupo especial ortogonal SO(n,R) es so(n) es el álgebra de

matrices antisimétricas con traza igual a cero.

Ejemplo 3.4.6. El álgebra de Lie asociada al grupo unitario U(n) es

u(n) = {A ∈ gl(n) : eAeĀ
t

= eA+Āt

= I} = {A ∈ gl(n) : A = −Āt}

Es decir, es el álgebra que consta de las matrices anti-hermitianas

Similarmente, el álgebra asociada al grupo unitario especial SU(n) es su(n) el álgebra de matrices

anti-hermitianas con traza igual a cero.

Ejemplo 3.4.7. El álgebra de Lie asociada al grupo simpléctico Sp(2n,C) es sp(2n) consta de las

matrices A de 2n× 2n con entradas complejas tales que
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eA
t

JeA = J (3.21)

Y la igualdad 3.21 se sostiene si y sólo si

AtJ + JA = 0



Capítulo 4

Teoremas de Lie

En este capítulo, el corazón de la tesis, ofrecemos la descripción del funtor de Lie, el cual codi�ca

la relación entre grupos y álgebras de Lie, de modo que es posible recuperar a los clásicos teoremas

de Lie por medio de propiedades del funtor.

4.1. El funtor de Lie

Para la construcción del funtor de Lie nos basamos en [Pos13].

Proposición 4.1.1. Sea f : G → H un mor�smo de grupos de Lie. Dado X ∈ XL(G) existe un

único Y ∈ XL(H) tal que X ∼f Y .

Es decir existe un único Y ∈ XL(H) tal que el siguiente diagrama conmuta

G H

TG TH

f

X Y

Tf

(4.1)

Demostración. Si tal campo Y existe entonces de 4.1 se tiene Ye = Tef(Xe) y de que Y sea izquierdo

invariante se obtiene Yh = TeLh(Ye) para todo h ∈ H. Y sustituyendo la primera igualdad en la

segunda se sigue que

∀h ∈ H(Yh = (TeLh)(Tef(Xe)) = (Te(Lh ◦ f))(Xe)) (4.2)

De este modo, 4.2 nos da la unicidad del campo Y y además nos provee de una posible de�nición

para el mismo. Resta ver que así de�nido, el campo 4.2 es izquierdo invariante y satisface el diagrama

4.1.

83
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En primer lugar, es izquierdo invariante ya que si tomamos g, h ∈ H es cierta la igualdad

Ygh = (Te(Lgh ◦ f))(Xe) = (Te(Lg ◦ Lh ◦ f))(Xe) = ThLg ◦ Te(Lh ◦ f)(Xe) = ThLg(Yh) (4.3)

donde la penúltima igualdad en 4.3 se debe a la proposición 2.2.8 que es la regla de la cadena.

Y el campo hace conmutar el diagrama pues dado g ∈ G se satisface

Yf(g) = (Te(Lf(g) ◦ f))(Xe) (4.4)

= (Te(f ◦ Lg))(Xe) (4.5)

= Tgf ◦ TeLg(Xe) (4.6)

= Tgf(Xe) (4.7)

donde la igualdad 4.5 se debe a que f es mor�smo de grupos de Lie y por tanto Lf(g) ◦ f = f ◦ Lg,

la igualdad 4.6 se debe a regla de la cadena, y 4.7 es porque X es campo izquierdo invariante.

Proposición 4.1.2. Sea f : G → H mor�smo de grupos de Lie. La función Lie(f) : XL(G) →

XL(H) que asigna a cada campo X ∈ XL(G) el campo único Y ∈ XL(H) de la proposición 4.1.1 es

un mor�smo de álgebras de Lie.

Demostración. Lie(f) es lineal pues dados X,Y ∈ XL(G) y λ ∈ R se tiene, ya que Tgf es lineal para

cualesquiera g ∈ G, que

Tgf(λX + Y (g)) = λ · Tgf(Xg) + Tgf(Yg) = λ · (Lie(f)(X))(f(g)) + (Lie(f)(Y ))(f(g))

y por la unicidad de la proposición 4.1.1 se concluye que

Lie(f)(λX + Y ) = λ · Lie(f)(X) + Lie(f)(Y )

Además, Lie(f) respeta al conmutador de campos vectoriales pues dado p ∈ G y g ∈ C∞(H) se

tiene que

(Tpf([X,Y ]p))(g) = (Tpf(Xp ◦ Y − Yp ◦X))(g) = Xp ◦ Y (g ◦ f)− Yp ◦X(g ◦ f)

pero utilizando 4.1 y el hecho de queXp(g◦f) = (Tpf(Xp))(g) = (Lie(f)(X)f(p))(g) = ((Lie(f)(X))(g)◦

f)(p) entonces X(g ◦ f) = (Lie(f)(X))(g) ◦ f , podemos sustituir y obtener

(Tpf([X,Y ]p))(g) = Xp((Lie(f)(Y ))(g) ◦ f)− Yp((Lie(f)(X))(g) ◦ f)
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por lo tanto

(Tpf([X,Y ]p))(g) = (Tpf(Xp))((Lie(f)(Y ))(g))− (Tp(Yp))((Lie(f)(X))(g))

y nuevamente por 4.1

(Tpf([X,Y ]p))(g) = ((Lie(f)(X))(Lie(f)(Y )) ◦ f)(g)− ((Lie(f)(Y ))(Lie(f)(X)) ◦ f)(g)

Finalmente

(Tpf([X,Y ]p))(g) = ([Lie(f)(X), Lie(f)(Y )] ◦ f)(g)

y como consecuencia de la unicidad de la proposición 4.1 concluimos que

Lie(f)([X,Y ]) = [Lie(f)(X), Lie(f)(Y )]

Concluimos que Lie(f) es un mor�smo de álgebras de Lie.

Observación 4.1.1. Usando la identi�cación del álgebra de Lie g del grupo de Lie G como el

espacio tangente TeG mediante la función G en la demostración de la proposición 3.4.3 se tiene

que la función Lie(f) asigna a cada vector Xe el vector que resulta de evaluar el campo 4.2 en la

identidad, es decir, manda a Xe a (Te(Le ◦ f))(Xe) = Tef(Xe). Dicho de otro modo, el mor�smo

Lie(f) en TeG viene a ser la función Tef : TeG→ TeH. Así, Tef respeta los corchetes de Lie.

Proposición 4.1.3. Son verdaderas las siguientes a�rmaciones:

1. Si f : G → H y g : H → K son mor�smos de grupos de Lie entonces Lie(g ◦ f)) = Lie(g) ◦

Lie(f).

2. Si G es grupo de Lie entonces Lie(1G) = 1g.

Demostración. Para facilitar la demostración utilizaremos la identi�cación g = TeG de la observación

4.1.1 y aprovecharemos las propiedades funtoriales del funtor tangente.

1. Se sigue de que por regla de la cadena y ser f mor�smo de grupos se cumple Lie(g ◦ f) =

Te(g ◦ f) = Teg ◦ Tef = Lie(g) ◦ Lie(f).

2. Lie(1G) = Te1G = 1TeG = 1g.

En virtud de la proposición 4.1.2 y 4.1.3 podemos dar a conocer al ansiado funtor de Lie.
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De�nición 4.1.1 (Funtor de Lie). De�nimos el funtor de Lie como

Lie : Grp(Man) → LieAlgf

que manda a cada grupo de Lie G a su álgebra de Lie �nita g y a cada mor�smo f : G → H de

grupos de Lie le asigna el mor�smo Lie(f) de álgebras de Lie.

Observación 4.1.2. El funtor de Lie establece una correspondencia: A cada grupo de Lie le corres-

ponde un álgebra de Lie. La correspondencia se puede extender entre subgrupos de Lie y subálgebras

de Lie de la manera siguiente: Si (H,ϕ) es subgrupo de Lie del grupo de Lie G entonces se tiene un

subgrupo ϕ[H] ≤ G. Como ϕ es inmersión entonces Lie(ϕ) es inyectiva y al subgrupo de Lie H le

corresponde la subálgebra de Lie Lie(ϕ)[h] de g.

4.2. Los teoremas de Lie

El contenido de los teoremas de Lie responde a la pregunta de la posibilidad de un resultado

recíproco a los vistos anteriormente: ¾Será que a cada álgebra de Lie �nita a corresponda un grupo

de Lie G tal que el álgebra de Lie asociado a G sea a?. En un lenguaje categórico: ¾Existirá algún

funtor adjunto al funtor Lie? ¾Serán las categorías Grp(Man) y LieAlg equivalentes de algún

modo?.

La respuesta, tras algunas obstrucciones topológicas, es a�rmativa bajo ciertas restricciones.

Teorema 4.2.1. Sea G grupo de Lie y a subálgebra de Lie de g. Entonces existe un único subgrupo

de Lie H de G tal que H es conexo y Lie(H) = a.

Demostración. La subálgebra a de g, donde identi�camos a g con XL(G), de�ne una distribución D

en G. Dado g ∈ G, de�nimos

Dg = {Xg : X ∈ a}

La distribución D es suave pues si {Xi}ki=1 es base de a entonces {Xi}ki=1 genera a D. D es involutiva

pues si Y,Z ∈ X(D) con Y =
k∑
i=1

aiXi y Z =
k∑
j=1

bjXj entonces usando el hecho de que a es cerrado

bajo el corchete de Lie se tiene que

[Y,Z] =

k∑
i,j=1

aibj [Xi, Xj ] + aiXi(bj)Xj − bjXj(ai)Xi ∈ X(D)

Aplicando teorema de Frobenius 2.5.3 se sigue que D es integrable. Sea (H, i) la hoja de G en e.

Notemos que si g ∈ H entonces (H,Lg−1 ◦ i) es también variedad integrable de D en e pues dado
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h ∈ H se tiene

Th(Lg−1 ◦ i)[ThH] = ThLg−1 [Thi[ThH]] = Th(Lg−1)[Dh] = Dg−1h (4.8)

donde la primera igualdad en 4.8 se debe a la regla de la cadena, la segunda igualdad es porque H

es variedad integrable de D y la última igualdad es porque a es subconjunto de campos izquierdo

invariantes. Por unicidad de la hoja debe suceder que Lg−1 ◦ i[H] ⊆ i[H] y así

∀g, h ∈ H (g−1h ∈ H)

, probando que H es subgrupo de G.

H es grupo de Lie porque la función F : H ×H → G dada por F (g, h) = i(g)−1i(h) es suave y

para la función inducida F̃ : H ×H → H, con F̃ (g, h) = g−1h, el siguiente diagrama conmuta.

H ×H G

H

F

F̃
i

Del diagrama y el hecho de que por la proposición 2.5.1 la hoja H es subvariedad regularmente

inmersa se concluye que F es suave.

El álgebra de Lie asociado a H se puede identi�car con el álgebra de Lie a visto como subespacio

de TeG pues

TeH = Tei[TeH] = De = {Xe : X ∈ a}

Resta ver la unicidad: Supongamos que H̃ es otro subgrupo de Lie de G con álgebra de Lie a,

visto a como subálgebra de TeG. Entonces para p ∈ H ′ se tiene

TpH
′ = TeLp[TeH

′] = TeLp[a] = {TeLp(X) : X ∈ a} = Dp

donde TeLp es biyectiva porque Lp lo es, y además usamos el isomor�smo entre TeH y XL(H) de la

proposición 3.4.3. Por tanto H ′ también integra a D en e y por la unicidad que garantiza el teorema

de Frobenius debe ocurrir que H = H ′.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Ado). Sea g es álgebra de Lie de dimensión �nita. Entonces existe un

mor�smo de álgebra de Lie inyectivo

ϕ : g → gl(n)

para algún n ∈ N.

Demostración. Se puede leer como el teorema 3.17.7 en [Var13].
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Teorema 4.2.3. Sea a álgebra de Lie de dimensión �nita. Entonces existe un grupo de Lie cuya

álgebra de Lie es isomorfa a a.

Demostración. Por el teorema de Ado 4.2.2 existe un mor�smo de álgebras de Lie inyectivo ϕ : a →

gl(n) para algún n ∈ N. De este modo ϕ[a] es subálgebra de Lie de gl(n) isomorfa a a. Por el teorema

4.2.1 existe un subgrupo de Lie H de GL(n,R) tal que Lie(H) = ϕ[a] ∼= a.

Lema 4.2.1. Sea ϕ : G → H mor�smo de grupos de Lie con G y H conexos. Si Lie(ϕ) : g → h es

un isomor�smo entonces ϕ es función cubriente.

Demostración. Como Lie(ϕ)) = Teϕ es isomor�smo entonces por el teorema de la función inversa

existe una vecindad U de e en G que es difeomorfa a una vecindad V de e en H.

Si y ∈ Im(ϕ) con y = ϕ(x) y x ∈ G entonces yV es vecindad de y tal que yV ⊆ Im(ϕ) pues si

v ∈ V = ϕ[U ] y ϕ(v) = u con u ∈ U entonces yv = ϕ(x)ϕ(u) = ϕ(xu) ∈ Im(ϕ). Por lo tanto el grupo

Im(ϕ) es abierto y por la proposición 3.2.4 es cerrado. Como Im(ϕ) ̸= ∅ y H es conexo entonces

Im(ϕ) = H y por tanto ϕ es suprayectiva.

Si para y ∈ H se tiene x ∈ G tal que ϕ(x) = y entonces ϕ manda a xU en yV de manera

difeomorfa. Por tanto, ϕ es función cubriente.

Proposición 4.2.1. Sea G grupo de Lie conexo. La cubriente universal G̃ de G tiene una única

estructura de grupo de Lie tal que la función cubriente π : G̃→ G es un mor�smo de grupos de Lie.

Además, Lie(G) ∼= Lie(G̃).

Demostración. Por el teorema 2.5.2, existe la cubriente universal de G y lo podemos identi�car con

G̃ = {[γ] : γ : [0, 1] → G ∧ γ(0) = e}. Se puede dotar a G̃ de estructura de grupo como sigue: El

producto de [γ], [η] ∈ G̃ es la clase de equivalencia del camino γ(t)η(t), la identidad es el camino

constante γ(t) = e y el inverso de [γ] es la clase de equivalencia del camino γ(t)−1.

La función cubriente π : G̃ → G dada por π([γ]) = γ(1) es homomor�smo de grupos pues

π([γ][η]) = γ(1)η(1) = π([γ])π([η]).

Por el teorema 2.5.1, existe una única estructura suave en G̃ tal que la función π es suave. Vamos

a tomar dicha estructura para G̃. Como consecuencia de que π sea difeomor�smo local se tiene

Lie(G) ∼= Lie(G̃).

G̃ es grupo de Lie puesto que la función F̃ : G̃ × G̃ → G̃, dada por F̃ ([γ], [η]) = [γ]−1[η], es

suave ya que para F : G × G → G, dada por F (g, h) = g−1h, y π difeomor�smo local, el siguiente

diagrama conmuta

G̃× G̃ G̃

G G

F̃

π×π π

F
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La estructura es única porque si TeG ∼= TẽG̃ entonces por el lema 4.2.1 se tiene un difeomor�smo

local entre G y G̃ pero solo hay una única estructura suave que hace a π un difeomor�smo local.

Teorema 4.2.4. Sean G y H grupos de Lie. Si G es grupo de Lie simplemente conexo entonces

para cualquier mor�smo de álgebras de Lie ϕ : g → h existe un único mor�smo de grupos de Lie

Φ : G→ H tal que Lie(Φ) = ϕ.

Demostración. Sea f := {(X,ϕ(X)) : X ∈ g} la grá�ca de ϕ. f es subálgebra de g× h. Por teorema

4.2.1 existe K ⊆ G ×H grupo de Lie conexo con álgebra de Lie f. Luego, π1 := πG|K es mor�smo

de grupos tal que T(e,e)π1(X,ϕ(X)) = X. Por tanto T(e,e)π1 es un isomor�smo y así π1 es función

cubriente.

Como G es simplemente conexo, π1 es isomor�smo de grupos de Lie y la composición

Φ := πH ◦ π−1
1 : G→ H

es un mor�smo de grupos de Lie tal que

TeΦ(X) = Teπ2 ◦ T(e,e)(π−1
1 )(X) = T(e,e)(X,ϕ(X)) = ϕ(X)

Veamos la unicidad: supongamos que Ψ : G → H también satisface TeΨ = ϕ. Si de�nimos las

grá�cas H1 := {(g,Φ(g)) : g ∈ G} y H2 := {(g,Ψ(g)) : g ∈ G} entonces por continuidad H1 y H2

son subgrupos de Lie conexos de G ×H con respectivas álgebras de Lie h1 = {(X,TeΦ(X)) : X ∈

g} = {(X,ϕ(X)) : X ∈ g} y h2 = {(X,TeΨ(X)) : X ∈ g} = {(X,ϕ(X)) : X ∈ g}. Por la unicidad

del teorema 4.2.1 debe ocurrir H1 = H2 y por tanto Φ = Ψ.

Corolario 4.2.1. Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos tales que g ∼= h. Entonces G ∼= H.

Demostración. Por la el teorema 4.2.4, al isomor�smo ϕ : g → h le corresponde un único mor�smo

Φ : G→ H y a ϕ−1 : h → g corresponde un único mor�smo Ψ : H → G. Por la unicidad del teorema

4.2.4 y el hecho de que Te(Ψ ◦ Φ) = Te(Ψ) ◦ Te(Φ) = ϕ−1 ◦ ϕ = 1g = Te(1G) entonces ocurre que

Ψ ◦ Φ = 1G y similarmente Φ ◦Ψ = 1H . Por lo tanto, G ∼= H.

Observación 4.2.1. Mediante ScLieGrp denotemos a la subcategoría de Grp(Man) que consta

de los grupos de Lie simplemente conexos. De este modo, se induce una restricción del funtor de Lie

a los grupos de Lie simplemente conexos

LieSc : ScLieGrp→ LieAlgf

Teorema 4.2.5 (Segundo teorema de Lie). El funtor LieSc es �el y pleno.
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Demostración. Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos. Por el teorema 4.2.4, si ϕ : g → h

es mor�smo de álgebras de Lie entonces existe un único mor�smo de grupos de Lie Φ : G → H tal

que Lie(Φ) = ϕ. Dicho de otro modo, la asignación F : HomLieAlgf (g, h) → HomScLieGrp(G,H),

dada por F (ϕ) = Φ, es biyectiva.

Teorema 4.2.6 (Tercer teorema de Lie). El funtor LieSc es esencialmente suprayectivo.

Demostración. Si a es álgebra de Lie entonces por el teorema 4.2.3 existe G grupo de Lie tal que

Lie(G) ∼= a. Si G̃ es la cubriente universal de G entonces G̃ es simplemente conexo y por la propo-

sición 4.2.1 Lie(G̃) ∼= Lie(G) ∼= a.

Corolario 4.2.2. Las categorías ScLieGrp y LieAlgf son equivalentes.

Demostración. Por los teoremas 4.2.5 y 4.2.6 el funtor LieSc es �el, pleno y esencialmente suprayec-

tivo. Por tanto, por la proposición 1.3.7 se tiene que LieSc es una equivalencia de categorías.

Teorema 4.2.7 (Primer teorema de Lie). El funtor LieSc tiene un adjunto izquierdo.

Demostración. Sea a álgebra de Lie de dimensión �nita. Por el teorema 4.2.6 existe un grupo de Lie

simplemente conexo G̃ tal que ϕ : a ∼= Lie(G̃). Si ψ : a → Lie(H̃) es un mor�smo de álgebras de

Lie con H̃ grupo de Lie simplemente conexo entonces ψ ◦ ϕ−1 : Lie(G̃) → Lie(H̃) es mor�smo de

álgebras de Lie. Por el teorema 4.2.5 existe un único mor�smo Φ : G̃→ H̃ tal que Lie(Φ) = ψ ◦ϕ−1.

a Lie(G̃)

Lie(H̃)

ϕ

ψ
Lie(Φ)

En otras palabras, (Lie(G̃), ϕ) es objeto universal de a a LieSc. Por la proposición 1.3.3, el funtor

LieSc tiene un funtor adjunto izquierdo que envía a cada álgebra de Lie a a la cubriente universal

G̃ de un grupo G que satisface Lie(G) = a.

En caso de que G no sea grupo simplemente conexo, veremos que podemos recuperarlo mediante

un cociente del cubriente universal.

Lema 4.2.2. Cualquier subgrupo normal discreto H de un grupo de Lie conexo G es central.

Demostración. Dado h ∈ H, la función ϕ : G→ H dada por ϕ(g) = ghg−1. Entonces ϕ[G] es conexo

en H. Como H es discreto entonces consiste de un único punto h = ϕ(e) y por lo tanto gh = hg

para toda g ∈ G.

Proposición 4.2.2. Sea G grupo de Lie y G̃ su cubriente universal. Existe un subgrupo central H

de G̃ tal que

G ∼= G̃/H
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y la proyección π : G̃/H → G es función cubriente.

Demostración. Sea H = ker(π). Entonces H es cerrado y normal. H es discreto porque es la pre-

imagen de un solo punto por una función cubriente. Por el lema 4.2.2, H es central. Finalmente, por

el primer teorema de isomor�smo se tiene G̃/H ∼= G.

4.3. Aplicación: Clasi�cación de grupos de Lie

La correspondencia entre grupos y álgebras de Lie que hemos visto a lo largo del capítulo es

tan robusta que puede convertir el problema de la clasi�cación de los grupos de Lie conexos en el

problema de la clasi�cación de álgebras de Lie de dimensión �nita.

Inspirados por el espíritu del teorema de Jordan-Hölder, donde los grupos simples actúan como

bloques de construcción, la clasi�cación de los grupos de Lie conexos se reduce al estudio de los

grupos simples y sus centros discretos

De�nición 4.3.1 (Grupo de Lie simple). Un grupo de Lie conexo G es simple si es no abeliano y

no posee subgrupos normales conexos propios no triviales.

De�nición 4.3.2 (Ideal de un álgebra de Lie). Sea V álgebra de Lie y W ⊆ V . W es ideal de V si

∀w ∈W ∀v ∈ V ([w, v] ∈W )

De�nición 4.3.3 (Álgebra de Lie simple). Un álgebra de Lie V es simple si es no trivial y no tiene

ideales propios no triviales.

Enunciamos sin demostrar el siguiente par de resultados.

Proposición 4.3.1. Sea G grupo de Lie conexo con H subgrupo de Lie conexo de G. H es normal

si y sólo si h es ideal de g.

Demostración. Se puede leer como el teorema 20.28 de [Lee03].

Corolario 4.3.1. Sea G grupo de Lie conexo. G es simple si y sólo si g es simple.

Demostración. Por la proposición 4.3.1, H es subgrupo normal conexo propio no trivial de G si y

sólo si h es ideal propio no trivial de g.

Proposición 4.3.2. Sea g álgebra de Lie de dimensión �nita. Los grupos de Lie conexos cuya álgebra

de Lie es isomorfa a g son precisamente aquellos de la forma G/Γ con G simplemente conexo tal

que Lie(G) = g y Γ subgrupo discreto normal de G.

Demostración. Se puede leer como el teorema 21.29 de [Lee03].
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Debido a que por el tercer teorema de Lie siempre existe un álgebra de Lie que se integra a

cualquier grupo de Lie entonces por el corolario 4.3.1 la clasi�cación de grupos de Lie simplemente

conexos se reduce al problema de clasi�cación de álgebras de Lie de dimensión �nita. De hecho,

la clasi�cación de álgebras de Lie complejas simples fue un problema completado por Cartan y

Killing: Se cuenta con las familias clásicas An, Bn, Cn y Dn además de las familias excepcionales

E6, E7, E8, F4 y G2.

Así, por las proposiciones 4.2.2 y 4.3.2, si tenemos clasi�cados los grupos de Lie simplemente

conexos simples entonces los grupos conexos simples se obtienen de sacar el cociente de los grupos

de Lie simplemente conexos simples con sus subgrupos normales discretos.

En el presente trabajo se trabajaron álgebras de Lie reales y hemos mencionado que existe una

clasi�cación para las álgebras de Lie complejas. ¾Cómo se relacionas estás dos? De está pregunta

surge naturalmente el estudio de la compleji�cación de un álgebra de Lie real.

Proposición 4.3.3 (Compleji�cación). Sea g un álgebra de Lie real de dimensión �nita y gC :=

g ⊕ ig. Entonces el corchete de Lie en g tiene una única extensión a gC de modo que gC tiene

estructura de álgebra de Lie compleja.

A gC se le conoce como la compleji�cación de g y a g se le conoce como la forma real de gC.

Demostración. Proposición 3.37 de [Hall:364978]

El estudio de las álgebras de Lie complejas y la relación con sus posibles formales reales es un

tema amplio y el lector interesado en ver más allá del contenido de esta bastante breve sección puede

consultar el libro de Hall [Hall:364978] o el libro de Knapp [knapp1996lie]. En particular, en el

capítulo 6 de [knapp1996lie] se encuentra un estudio detallado de la clasi�cación de álgebras de

Lie reales.
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