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Introduccion

Dentro de la geometria algebraica compleja, se entiende la palabra periodo
como aquel nimero complejo que puede ser expresado como la integral compleja
de una funcién algebraica sobre un dominio algebraico, por ejemplo:

d
2m‘:/i
'YZ

en donde vy es la circunferencia unitaria en el plano complejo. Estos periodos se
pueden describir mediante el isomorfismo de De Rham:
C ®q Hje(X(C),Q) = C ok Hyp(X)

para cada variedad algebraica X definido sobre un campo numérico K. Dentro
de las motivaciones iniciales de la teoria p-adica de Hodge es encontrar una
versién andloga p-adica sobre la nocién del concepto de periodos. Para ello, se
buscé un andlogo del isomorfismo anterior, se buscaba encontrar un anillo B
tal que:

en donde X es una variedad definida sobre una extension finita de Q,. Se han
encontrado anillos que cumplen dicho isomorfismo, estos anillos son conocido
como anillo de periodos de Fontaine. Dos ejemplos importantes de estos anillos
son:

1. El anillo B de De Rham, Bij y
2. el anillo de B-crys, Berys.

Por otro lado, Tate investigd la clasificacion de los grupos p-divisibles sobre el
anillo de los enteros de un campo local, dando inicio a lo que hoy se conoce
como teoria p-ddica de Hodge. Si G es un grupo p-divisible en el anillo Ok,
se define el médulo de Tate, T),G, que tiene una accién natural de G k. Tate
probé que existe una descomposicién de Hodge G g-equivariante como sigue,
sea V,G = Q, ®z, T, G entonces:

Cp ®q, VoG = (Cp ®0, wa) @ (Cp(X ™) ®o, w)

Después Fontaine completo la clasificacion de los grupos p-divisibles y logré
conectarlo con los teoremas de descomposicion de Hodge por medio del concepto
de las representaciones semilineales y representaciones B-admisibles, este tiltimo
definido como sigue:



Definicion 0.0.1. Una representacién V', E-semilineal de G, es B-admisible, si
B ®g V es la representacién trivial.

Por otro lado, decimos que una representacién Q,-lineal de Gk es de Hodge-
Tate, si C, ®q, V' se puede descomponer como:

Cp @0, V=Cp(XT) @ Cp(xz) ® - & Cp(xid),

para algunos enteros ni,ng,--- ,nq, en donde C,(x™) es la torsién de Tate
definido por la potencia del cardcter ciclotomico. Esta descomposicién encaja
muy bien en la definicién de representaciones B-admisibles, de hecho, si definimos
By = Cplt,t7], y consideramos la accién de G en By dado por la férmula
g* (at") == gax*x(g)" xt', g € Gk, i € Z, a € C,, entonces, resulta que una
representacién V es de Hodge-Tate si y sélo si es Byp-admisible. Aunque se
tiene un acercamiento al isomorfismo, resulta que estas clases de representaciones
son muy grandes y complicados de estudiar, asi que se define otros anillos de
periodos mas finos que By, por ejemplo, el anillo B;R dando isomorfismos
similares.

Tovita en su articulo [IZ99] estudia con detalle la representaciéon de G en Byg,
motivandose en el teorema de Ax-Sen, en donde dice que para cada extensién
algebraica Q, C L C Q,, entonces la completacién de L en C, coincide con
(C,)%t, mostrando que la funcién H — (C,) establece una biyeccién entre el
conjunto de subgrupos cerrados de G := Gal(Q,|Q,) y el conjunto de todos los
subcampos completos de C,,. También, investigé la posibilidad de encontrar una
biyeccion similar para la accién de G en B;R, mas precisamente, se pregunté si
para cada campo Q, € L C @, su completacién en B;R coincide con (BFJ[R)GL;
desafortunadamente, esto no es valido en general, sin embargo, encontré una
familia de campos que cumplen esta propiedad. En este trabajo nos interesamos
en profundizar dicha biyeccion mediante el concepto de conexiones de Galois
asociadas a representaciones que se definiran en el capitulo 1. Esto nos permitira
conocer caracteristicas de los conjuntos invariantes y proporcionar herramientas
para poder describirlos. De hecho, el teorema , muestra cémo los conjuntos
invariantes de una familia de representaciones G-equivariantes, conmutan con
limites, proporcionando una aplicacién, para el caso de los campos invariantes
de B;R, de la proposicién .



Agradecimientos

A mis padres, por su apoyo constante, gracias a ustedes he llegado hasta
aqui. A todas las personas que me han apoyado durante esta etapa y han hecho
que el trabajo se realice con éxito.



indice general

Mntroduccion i
|Agradecimientos| iii
[[ndice generall iv
IL  Representaciones de Galois| 1
|L.1. Representaciones de Galois.| . . . . ... .. ... ... ... 1
|I1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.| . . . . . ... ... 6
[L.3. Representaciones l-adicas.| . . .. ... ............. 9
1.4. Anillos de periodos p-adicos.| . . . . . . . .. ... ... .. 11
[2 Correspondencia de Galois para Bl 14
2.1. Motivacionl . . . .. ... 14
12.2. Diferenciales, el diferente y extensiones protundamente ramifi- |
C cadasl. . . . . ... 14
2.3. Grupos de cohomologia H (G,C,(n)).|. . . . ... ... ... 17
2.4. kExtensiones protundamente ramificadas en varios niveles.| . . . 19
2.5 Clasificaciones]. . . . . . . ... ... L 20
[A_ Conexiones de Galois| 21
Bibliog a 24



CAPITULO 1

Representaciones de Galois

1.1. Representaciones de Galois.

Consideremos €2 : Set — Set un funtor, sea la categoria de Q-algebras
Q - Alg, es decir esta categoria consiste en:

1. Objetos como funciones de la forma p : Q(A4) — A, para algin conjunto
A, que serd denotado como la pareja (A, p).

2. Morfismos entre dos objetos (A, u) y (B,€) es una funcién f: A — B tal
que el siguiente diagrama conmuta:

a(4) 225 ()
Iz 3

A—>B

También, dado (V,§) € 2 - Alg, se tiene que el conjunto de automorfismos en
Q - Alg denotado como Aut(V) es un grupo y entonces a cada morfismo de
grupos de la forma p : G — Aut(V) lo llamaremos como una representacion
de V. Denotamos Sub(G) la reticula de subgrupos de G y Sub(V) la reticula
de subobjetos de V', para cada u: G — Aut(V') representacién, definimos la
conexion de Galois de p como sigue:

Sub(G) ¢ Sub(V)

H s » VI ={ve V| un(v) =v, Yhe H}
Sub(V) v Sub(G)

W eeees Gy 1= {g € Gl py(w) = w, Y € W}



1.1. Representaciones de Galois.

Veamos que cada funcién esta bien definida. Primero estudiemos el conjunto V¢,
este conjunto cumple que para toda g € G se tiene el diagrama conmutativo:

v MLy

Ve — 5 V&
Tdy o

En donde i es la funcién inclusién. Luego como py € Aut(V') entonces se tiene
el diagrama conmutativo:

Q(v) 24 o)

| le

V—V
Hg

Con esto se obtiene que para toda g € G:
g © €0 Qi) = € 0 pty) 0 Qi) = £ 0 Q0

Esto muestra la siguiente contencién de conjuntos im(£2(i)) C V¢, entonces

existe una tnica funciéon x : Q(VY) — V¢ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

o Q)

QVE) —= Q(V)

x| J{g

Ve ——— v

Mostrando que 4 es un morfismo en € - Alg y entonces V¢ es un subobjeto
de V. Con lo anterior en mente, si H es un subgrupo de G con su morfismo
inclusién j : H — G entonces V' es el conjunto fijo de la representacién j o 7,
y por tanto V' es un subobjeto de V. Este razonamiento se extiende a algunas
subcategorias plenas D C 2 - Alg. Consideremos algunos ejemplos:

1. Si D= R - Mod es la categoria de R-mddulos con R un anillo, entonces
cada R-médulo que tiene estructura aditiva (4,0,—) y un producto
escalar - que satisface los axiomas de R-mddulo, con esta perspectiva la
categoria D es una subcategoria plena de la categoria €2 - Alg en donde

Q(4) = (A x A) [T{} TTATI(R x A).

2. Si D = k - Alg es la categoria de algebras sobre un campo k, con un
razonamiento similar al inciso anterior se tiene que es una subcategoria
plena de la categoria ) - Alg para algin funtor €2 adecuado. Luego, si
consideramos k C K una extension de campos, notemos que para cada
representacién u : G — Auty,(K), K¢ es (0), o es una k-subalgebra tal
que k C K¢ C K, y entonces es facil ver que en esta tltima situacién K¢
es también un campo.

Luego v esta bien definida pues claramente para cada subobjeto W, Gy es un
subgrupo, que al menos contiene el neutro e € G.

Una vez visto que las funciones estan bien definidas, mostremos que son
decrecientes:



1.1. Representaciones de Galois.

1. Si H C H' en Sub(G) entonces:
V' = {veV|u(v)=v,Yhe H} C{ve Viu,(v) =v, Vhe H} =V

2. Si W C W’ en Sub(V) entonces:

Gw ={g € Glpy(w) = w, Yw € W'} C{g € G|pg(w) =w, Yw € W} = Gw

Por tltimo, tomemos H € Sub(G) y W € Sub(V), entonces la afirmacién:
WcVv?T e HCGy.

Se sigue como sigue, si suponemos W C VH entonces para cada h € H se
cumple que:
Vo e VI pup(v) = v.

pero como W C V¥ entonces h € Gy mostrando H C Gyy. La otra implicacién
se procede de un razonamiento similar, con esto se muestra que la pareja (¢, )
forma una conexién de Galois segiin , y por el teorema , se tiene
dos sistemas de clausura anti-isomorfas, a esta relacién se le denomina como la
Teoria de Galois para la representaciéon p: G — Aut(V). Un primer objetivo
de la Teorfa de Galois para la representacién p : G — Aut(V) es describir
Clyy(Sub(V)) =2 Clye(Sub(@)). Para ello empezaremos con unos aspectos
generales; decimos que una representacion p : G — Aut(V) es trivial si Vg € G
se cumple py = Idy. Una observacién directa es:

Proposicion 1.1.1. Una representacion p : G — Aut(V) es trivial si y sdlo si
Ve =V

Demostracion. Si p es trivial entonces pu, = Idy para toda g € G, ahora ya
tenemos que V7 < V| luego si v € V se tiene entonces v = Idy (v) = uy(v)
para toda g € G, es decir v € V& obteniendo la igualdad deseada. Luego si
V& =V, tomemos g € G entonces para toda v € V se cumple pg(v) = v es
decir py = Idy, por tanto p es trivial |

Proposicion 1.1.2. Sea p : G — Aut(V) una representacion, entonces las
siguientes reticulas son acotadas:

1. Clye(Sub(G)) con elemento mdzimo G y elemento minimo ker p.
2. Clyy(Sub(V)) con elemento mdzimo V' y elemento minimo V©.

Demostracion. Para el primer punto, usando la proposicién 7 basta notar
que Gw = {g € G| pgoiw = Idw }, entonces Gy = ker p, es el elemento minimo,
mientras que G = Gyc, muestra que G € Cly,(Sub(G)) y claramente es un
elemento maximo.
Para el siguiente punto, usando la proposicién anterior, sabiendo que ker
tiene accién trivial bajo la restriccién de u, entonces se tiene que VK # =V
mostrando que V' € Clgy(Sub(V)) y por tanto es elemento méximo. Luego,
supongamos que existe W € Clyy (Sub(V)) tal que W < V& entonces por la
conexién de Galois existe un tnico H € C Ly (Sub(@)) tal que W = VH  esto
implica que G < H, es decir G =H y W =V©.

|

3



1. Representaciones de Galois.

Para simplificar notacién denotamos Cl,(G) = Clyy(Sub(G)) y Cl,(V) =
Clgy (Sub(V)).

Definicion 1.1.3. Sean ¢ : G — Aut(V) y v : G — Aut(W) dos
representaciones, un morfismo f : V — W en 1 - Alg se llama G-equivariante
si para toda g € G se cumple:

Vgof:fO/,Lg.

Funtor Invariante . Sea f : V — W un morfismo G-equivariante, vamos
a describir relaciones entre los COPOs Cl,(V) y Cl,(W). Como f es G-
equivariante, para toda g € G se cumple por definicién:

vyof=1ou

Denotamos i : V€ = V y j : W¢ — W los C-morfismos inclusién, entonces
para cada g € G se tiene:

ygofoi:fougoi:foi

Esto muestra que im(f oi) C W&, entonces existe un tinico 2 - Alg-morfismo
f¢:VE = WC tal que el siguiente diagrama conmuta:

V— W

Esta construccién induce un funtor ()¢ : Rep(G) — Q - Alg llamado funtor
invariante. Ademds si H es un subgrupo de G entonces al considerar el siguiente
diagrama conmutativo de inclusiones:

/\

—> VH
ZG

Como i¢ y iy son - Alg-morfismos con iy inyectivo entonces iZ es un
Q - Alg-morfismo. Todo este razonamiento se puede extender para subgrupos
de G de la forma H C H’, con lo anterior tenemos una relacién entre los funtores
invariantes pues toda funcién G-equivariante es H-invariante.

Proposicion 1.1.4. Sea f : V — W un Q- Alg-morfismo G-equivariante,
entonces cuando H < H' en Sub(G) entonces el siguiente diagrama de ) - Alg-
morfismos conmuta.

a I H
Ve —— W

’ !
VA — wH



1.1. Representaciones de Galois.

Demostracion. Usando la notacion anterior obtenemos:

juofloill, = foiyoill, usando la construccién de ()

f oigs, usando propiedades de inclusién
. H’

= ,]H/ o f

. H H'’

Jaojurof

. . . ’
Como jy es monomorfismo entonces f oill, = jH, fH" |

Proposicion 1.1.5. Para cada H < G, el funtor () conmuta con limites
existentes, es decir si (V,{p; : (V,u) = (Vi, i) Yicr) es el limite de un funtor
F: 1 — Rep(G) entonces (VH {pH}icr) es el limite de ()H o F.

Demostracién. Por la funtorialidad tenemos que (V {pH},cr) es un cono del
funtor ()# o F. Luego tomemos otro cono (M, h; : M — V) si denotamos
{in; : V1 — V;}ies la familia de inclusiones, veamos que (M, {q; := in;oh; }icr)
es un cono de F, donde a M se le induce la representacion trivial. Primero
veamos que ¢; es G-equivariante, si tomamos g € G entonces para cada i € I:
(ti)goin;oh; = in;oh,, usando que (u;)g 0 in; = in;
= i?’Li 9 hi 9 IdM
(Hi)goqi = gqioldy
obteniendo que g; es G-equivariante. Cabe resaltar que del cuadrado conmutati-

vo:
M i Vi

IdMT Tzni
M= MH s Vi

por construccién de () se tiene que _qZH = h; para cada ¢ € I. Por otro lado, si
tomamos una imagen F(i — j) := f/ : V; = V; , entonces:
fij ¢G = fij in;h;, usando la construccién de ( fij VA
= in;(f))7h;, como M es un cono se tiene
= ingh;j = q;

Con esto se muestra que (M, {¢;}) es un cono de F, asi que existe un tnico
morfismo G-equivariante d : M — V tal que para toda ¢ € I se cumple ¢; = p;09,
de aqui construimos el tinico morfismo 67 : M — VH y veamos que este es el
morfismo universal del limite, es decir para cada i € I veamos que el siguiente

diagrama conmuta:
§H H
M —V
l "
N i
V'iH

Para cada 7 € I tenemos:
pFod =) =qf =h,

Por lo tanto V¥ es el limite de las V7. |



1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.
Definicion 1.2.1. Un campo local K es un campo valuado, discreto y completo
cuyo campo de residuos k es finito.
Teorema 1.2.2. Toda norma en Q es equivale a uno de los siguientes casos:
1. Valor absoluto usual.
2. Norma p-ddica para algin primo p.

Para una demostracién véase ([EP05], Prop. 1.2.1, Teo. 2.1.4), debido a este
teorema podemos clasificar los campos locales en los siguientes casos (Denotamos
X(K) a la caracteristica):

1. Si x(K) = p entonces K es isomorfo al campo «((x)) de las series de
Laurent, donde x es transcendental sobre x.

2. Si x(k) = 0 entonces K es isomorfo al campo L, en donde L|Q, es una
extensién finita.

Proposicion 1.2.3. Si L|K es una extensidn finita de campos locales entonces

se cumple:
F(LIK)e(L|K) = [L : K]

Para una demostracién véase (|Guil§|, Teorema 2.38).

Definicién 1.2.4. Sea L|K una extensién de campos locales. Decimos que la
extension es:

1. No ramificado si e(L|K) = 1.

2. Totalmente ramificado si f(L|K) = [L: K].

3. Mansamente ramificado si e(L|K) es coprimo a p.

Para un campo no arquimediano K, usaremos la siguiente notacion:
1. El anillo de enteros Ok = {z € K|||z| , < 1}.

2. El tnico ideal maximal mg = {z € K|||z||, < 1}.

3. El grupo de unidades Uk := {z € K| ||z, = 1}.

Ademas, un elemento 7 € K se llama uniformizador si, al denotar vk la
valuacién de || ||, se cumple que vi(mx) = 1. En esta situacién, se puede ver
que:

K> = <7TK> X UK, mg = <7T'K>.

Sea L|K una extensién finita y separable de campos locales, entonces al
considerar la forma bilineal no degenerada Trp|x(x,y) tenemos el ideal
fraccionario:

Op :={x € L| Try(x,y) € Ok, Vy € Or}

e induce el siguiente ideal:

dicho ideal se denomina el diferente de L|K. Una propiedad importante debido
a (|Ked22|, pp. 77) es:



1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

Proposicion 1.2.5. Sea L|K una extensidn finita y separable de campos locales
con e := e(L|K), entonces son vdlidas las siguientes afirmaciones:

1. 8i O = Okla] y flx] € Oklz] es el polinomio minimo de a, entonces
Drix = (f'(a)).

2. Dpjg = Op si y solo si L|K es no ramificado.
3. VL(DL\K) >e—1.

4. v (D k) = e — 1 si y solo si LK es mansamente ramificado.

Extensiones profundamente ramificadas.

En esta seccién vamos a describir las extensiones profundamente ramificadas
para el caso de las extensiones algebraicas Q, C L C Q,.
Teorema 1.2.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. L no es fijo para ningin subgrupo de ramificacion de Gal(Qp), Qp).

2. El conjunto {v(Dpk)|F es una extension finita de Q, contenido en L}
es no acotado.

3. Para cada extension finita L' de L se cumple my C TrL,‘L(mL/).
Definicion 1.2.7. Una extensién algebraica L de Q, es profundamente
ramificada si satisface alguna de las condiciones del teorema (|1.2.6]).

Vectores de Witt
Definamos los siguientes polinomios:

n

L k pnfkt
wn(xo,---,xn).—Zp z, ,neN
k=0

La teorfa de los vectores de Witt se construye como sigue (para mds detalles
consulte por ejemplo [FOO08|, pp. 84).

Proposicion 1.2.8. Sea f[z,y] € Z[x,y] un polinomio tal que F[0,0] = 0
entonces existe una unica sucesion de polinomios con coeficientes enteros:

¢n($03"' yLns Yo, 7yn)7 neN

tal que para cada n € N se cumple

wn(¢07"' 7¢n) = F(wn(fEOy 7xn)7wn(y07"' uyn))

En base a la proposicién anterior, tenemos las siguientes sucesiones de
polinomios:

1. Para F(z,y) = « +y, denotamos la sucesién {S,}52.

2. Para F(z,y) = vy, denotamos la sucesion {P,}52 .



1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

Dado A un anillo conmutativo denotamos W (A) = AN dotado de las siguientes
operaciones definidas como sigue, dados (an)nen, (bn)nen € W(A) entonces:

(@n)nen + (bn)nen = (So(aog,bo),S1(ao,ar,bg,b1),- ).
(an)nEN * (bn)neN = (PO(a07 bO)a Pl(“Ov ay, bo, bl)v e )

Con estas operaciones W(A) forma un anillo llamado en anillo de los vectores
de Witt. Algunas de sus propiedades importantes son:

1. Las asignaciones A — W(A) y para cada ¢ : A — B morfismo de anillos le
asociamos el morfismo ¢ : W(A) — W (B) definido como ¢(a,) = (¢(an)),

forman una asignacién funtorial.

2. La funcién V : W(A) — V(A) definida como V(ag,a1, ) =

(0,ap,a1,--+) es aditiva y los ntcleos de la familia de funciones V",
denotados como I := {I,(A)}nen, forman una filtracién de ideales
descendentes.

3. Como limites proyectivos se satisface que:
W(A) = liin W(A)/IL,(A).

Esto implica que si dotamos a W (A) con la topologia I-ddica, es completo.

Para el caso de anillos perfectos de caracteristica p, es decir, anillos en donde el
endomorfismo de Frobenius es un automorfismo, los vectores de Witt satisfacen
la propiedad de que p"*1W(A) = I,,(A), esto significa que la topologia I-adica
coincide con la topologia p-adica. Incluso tiene la siguiente caracterizacion:

Teorema 1.2.9. Para un anillo A perfecto de caracteristica p, existe un unico
anillo R tal que satisface las siguientes condiciones:

1. R es dominio entero de caracteristica O.
2. R/pR= A.
3. R es completo con respecto a la topologia p-ddica

Para una demostracién véase ([Serl3|, Cap. II, Teorema 3).

Topologia Candnica. Existe otra topologia importante sobre los vectores
de Witt cuando se considera a F' como un campo perfecto de caracteristica p.
En esta situacién, usando que W (F) = F" entonces denominamos la topologia
candnica de W (F') como la topologfa producto, en donde F se usa la topologia
inducida por la norma || | 5.

Proposicion 1.2.10. Si I C O es un ideal y n € Nt entonces el conjunto:
Urn i ={(zn) e W(F) |2z, €I, V0<i<n}

es un ideal en W(F). Ademds {U; ,,} forma una base del sistema fundamental
de vecindades de 0.



1.3. Representaciones I-adicas.

1.3. Representaciones l-adicas.

Definicion 1.3.1. Sea K un campo y L|K una extensién de Galois, una
representacion [-adica es un Q;-espacio vectorial de dimension finita V' junto con
un homomorfismo continuo p : G g — Autg, (V). Ademds, si L es la cerradura
separable, dicha representacién es llamado representacion l-adica de Galois.

Algunas construcciones bésicas son:

1. Si V4, V5 son dos representaciones [-ddicas de G, entonces el producto
tensorial V3 ® V4 estd dotado de la representacion g * (v1 ®va) = gu; ® gua.
Naturalmente esta accion se induce en la potencia simétrica Symg, V' y
en la potencia exterior /\&l V.

2. Si V es una representacién [-adica, entonces la accién de G en V* se
define para cada ¢ € V* y g € G como (g * ¢)(v) = ¢(g~! * v). Ademas,
si W es otra representacién [-4dica, entonces en Homg, (V, W) tiene
una representacion [-adica definido como sigue, para cada g € G y

¢ € Homg, (V, 1) entonces (go)(v) = g * (¢(g~ ).

Z,-representaciones.

Las representaciones que consideraremos se construyen usando Z; representa-
ciones. Sea V' una representacion [-adica de G de dimensién d. A un subconjunto
W C V se llama un reticulo si es un Z;-submédulo libre de V' de rango d y
si el reticulo estd dotado de una accién lineal y continua de G se le llama
Z;-representacion de G.

Construccion de representaciones a partir de reticulos. Si V' es una
representacién [-adica de G y T' C V es un reticulo, entonces:
1. gT ={g+a| a € T} es un reticulo.

2. Elsubgrupo estabilizador stab(T') = {g € G | gT' = T'} es abierto, entonces
G/stab(T') es finito, entonces tenemos una suma finita:

T = ZgT

geG

3. Dicho conjunto T es una reticula estable bajo G, es decir que 77 es una
Z;-representaciéon de G.

4. Si E:={ey, - ,eq} es una base de T sobre Z;, implica que E es también
base de V' como Q; espacio vectorial y por tanto V =T ®z, Q;.

Con las observaciones anteriores, si tenemos 7' un Z;-médulo libre de rango d
que es una Z;-representacién de G, definimos V := T ®z, Q;, entonces V tiene
una representacién dado por la accién g(t ® q) :=t ® g(q).



1.3. Representaciones I-adicas.

Mdédulo de Tate.

Para la construccién de esta representacién, se considera G = Gal(K*®|K) y
sea A el grupo multiplicativo, usando la siguiente sucesién exacta de grupos:

1 —— un[A] —is A 229y 4 1

Formando una familia de grupos {u[A]}nen, luego, usando la familia de
morfismos ¢, : pyn+1[A] — pn[A] definidos como ¢,(a) = a', forman un
sistema proyectivo, asi que definimos el médulo de Tate del grupo A como el
limite proyectivo:
Ti(A) = lim pyn [A]
n

En nuestro caso de interés si consideramos el grupo multiplicativo de K*® resulta
tener las siguientes propiedades, primero notemos:

oo [ZIL EK) £,
,ul"(K):{ 1 S(K):l

Entonces T;(K) es un Z;-médulo libre de rango 1. Sea t = (€, )nen € T1(K)
definido como sigue, ¢ = 1, €; # 1 y para toda n € N se cumple que 651+1 =€,
con este elemento se puede ver que T}(K) = tZ; y que Z;-accibn:

Axt = (63\171)7161\1’ )‘n S Z, A )\n mod anl

Dota de estructura de Z;-mé6dulo. Entonces G actia en Tj(K), denotdndolo
como Z(1) y por consiguiente G también acttia en V;(K) = Q;®z,Z;(1) denotado
como @Q;(1) en donde el cardcter inducido se llama cardcter ciclotémico.

Cabe mencionar que definimos para cada r € N* como sigue:

Qi(r) = Symg, (Qu(1)), Qi(-r) == (Q(r))"

Notemos que en este caso se tiene que:
Qi(r) =t"Qi, g+ (") =X"(9) xt", g€ G.

A estas representaciones se les denominan como torceduras de Tate. Ademas,
para cada representacion [-adica V', definimos su torcedura de Tate como la
representacion [-ddica V (r) :=V ®q, Qi(r).

El lema de Ax-Sen.

Dado K un campo no arquimediano y E|K una extensién algebraica,
consideremos o € K*® que esté contenido en alguna extension separable de
E, definimos Ag(a) := min,er{v(e — )}, donde I" es el conjunto de todas
las raices del polinomio minimo de «. Observemos que Ag(«a) = 400 si y sélo
si a € E. Con lo anterior en mente, tenemos el siguiente resultado debido a
Ax-Sen que mide la aproximacién de o en E.

Teorema 1.3.2. Usando la notacion anterior, las siguientes afirmaciones son
validas:

10



1.4. Anillos de periodos p-adicos.

1. Si{(K) =0 yv=uv, entonces existe un a € E tal que:

vp(a—a) > Ag(a) - ———.
? (p—1)2
2. Si K es perfecto de caracteristica p > 0, entonces para cada € > 0, existe

un a € E tal que:
v(a—a) > Ag(a) —e.

La importancia del lema anterior se refleja en el siguiente problema, si K es
un campo no arquimediano completo, sea K*® su cerradura separable, sabemos
que Gk = Gal(K?*|K) actiia continuamente en la completaciéon C = K*
extendiendo la accién de K como sigue: si [{z,}52 ] € C entonces:

g* {zntnZol = Hg*x zn}nlols 9 € Gk

Tomemos H un subgrupo cerrado de G, y sea L = (K*) el campo fijo, por la
correspondencia de Galois se tiene que H = Gal(K?®|L), en el caso de la accién
en C, la pregunta es ;Quién es CH?.

Como sabemos que L € CH | entonces dado a € CH entonces podemos tomar
una sucesiéon de elementos a, € K tal que v(a — a,) > n, entonces para cada
g € H se tiene de la desigualdad triangular fuerte:

v(g * ap — an) > min{v(g * a, — a),v(a, —a)} >n

Entonces Ap(a,) > n, usando (1.3.2) obtenemos que existe b, € L tal que
v(by, —an) >n—p/(p—1)?y por lo tanto lim,, ., b, = a € L, concluyendo:

Proposicion 1.3.3. Sea K de caracteristica cero, entonces para cada subgrupo
cerrado H = Gal(K*®|L) < Gk se tiene que:

~

cH=1

Gracias a la proposiciéon anterior, tenemos una correspondencia de Galois
entre los subgrupos cerrados de G y los subcampos completos de C,,.

1.4. Anillos de periodos p-adicos.

Definamos ¢ : Oc, /pOcp — Ocg, /pOcp como el morfismo de Frobenius
o(x + pOcp) = 2P + pOc,. Luego, consideremos el sistema proyectivo
((An)neNv{(b:Ln : An — A7n}n§m€N) en donde An = OCp/pOCp para toda
n € Ny ¢ := ¢ y denotamos al anillo OEP :=1im O¢, /pOc, con sus morfismos

sz Y S . .
proyeccién p,, : OCP — Oc, /pOc,. Tenemos las siguientes observaciones:

1. Todo elemento = € Obcp se ve como x = (x, + pOc,)nen tal que
(zh, +pOc,) = Tp—1 + pOc, .

m

- n
P ins entonces la funcién x — (z(™),en
es un isomorfismo de anillos O%p = limg Oc,. Y mas atn, si definimos

2. Si definimos z(™ := l{m,,_ o0 27

x| = ||z©@ nos induce una norma en O% que lo hace en un
O¢ C C,
» D

anillo de valuacién. Ademas, denotamos (C; =F rac(Obcp) a su campo de
fracciones con la norma extendida.

11



1.4. Anillos de periodos p-adicos.

3. El anillo OEP es completo con la norma anterior.

Este objeto es el punto de partida para construir a los anillos de periodos.
La construcciéon es la siguiente, primero denotamos A;,f := W(O%p) el
anillo de los vectores de Witt, luego definimos 6 : A;,y — Ocg, como
O((an)nen) == Y vy a'?pn esto es un homomorfismo de anillos sobreyectivo
en donde ker € es un ideal principal. Ahora tomemos un campo local K de
caracteristica 0 y sea Ky su extensiéon maximal no ramificado, denotamos
Ainf ik = Aing @05, Ky Jx :=ker0 ® Idg, entonces Ji es un ideal principal
de Ainf,K~

Definicion 1.4.1. Definimos el anillo de periodos de K como:
B;RJ( = }Lié% Aint i /J5

Proposicion 1.4.2. Si K C F es una extensién finita entonces B;R,K = B;R’F

Esta proposicion muestra que solo depende de la caracteristica residual de
K, por esa razén podemos escribirlo como BIR.

La accion en BIR,K. Sea Gg = Gal(QY|K), tiene una accién natural
sobre C,, tal que la inclusién Q;l-" — C, es Gk-equivariante, como para cada
g € Gk es una isometria en leg entonces los elementos de la representacion
en C, son isometrias, en particular GxOc, C Oc,, naturalmente existe una
accion en Oc, /pOcp tal que m : Oc, — Oc, /pO(cp es Gi-equivariante y
entonces se levanta a una tnica accién sobre A;, ¢ y consecuentemente a una
accién sobre Aj;,f k, esta accion es estable en Jg, entonces los morfismos
Amf,K/JI”{Jr1 — Aing i/} son Gg-invariantes, extendiendo de manera natural
una accién de Gk en B;R,K'

Proposicion 1.4.3. B:{R cumple las siguientes propiedades:

1. B;R es un anillo de valuacion discreta con ideal maximal JKBIR K Y su
campo de residuos es isomorfo a C, como representaciones de Galois.

2. 80 & es el elemento generador de Ji, entonces t := logle] es un
uniformizador de B;R.

3. La accion de Gk satisface para t que:
gxt=x(t)t, g € Gk.

Proposicion 1.4.4. Existe un encaje G i -equivariante de cl(K) — B;R’K y se
cumple ademds que:
(BIR K)GK =K.

Como dato adicional construimos la siguiente filtracién en B;R, usando el
uniformizador ¢ de la proposicién anterior, sea:

I, :==t"Bjp, n>0, Iy =B},

12



1.4. Anillos de periodos p-adicos.

Entonces de la proposicién anterior, se tiene la siguiente sucesién exacta G-
equivariante:

0 mH m Cp(n) — 0.

Entonces si denotamos B,, := B;‘R /I™ tenemos la siguiente sucesién exacta
G k-equivariante:

0 C,p(n) Bpi1 —25 B, —— 0.
Aqui 9, es la proyeccién candnica.

Las topologias de B;'R . Notemos que B, tiene dos topologias:
1. La que se induce de la valuacién en donde t es el uniformizador.

2. La topologia candnica, en donde es la topologia del limite inverso
Ainf i/ I}, en donde a A;ns se le considera su topologia canénica. A
efectos practicos, se considera la topologia candénica como la topologia
principal al menos que se indique lo contrario.

13



CAPITULO 2

Correspondencia de Galois para
Bir

2.1. Motivacion.

Del capitulo anterior, si consideramos Q, C L C leg una extension
algebraica, entonces se tiene que:

1. L es denso en (C,)t.

2. La correspondencia de Galois establece una biyeccién entre los subgrupos
cerrados de G y los subcampos completos de C,,.

Por otro lado, tenemos que Q;ZQ es denso en B;R y como leg NI =(0)en
donde I = J Bjm usando el diagrama conmutativo:

0%
Qp Bip Cp
pll /
By

Entonces leg es denso en B, para toda n € N. Una pregunta es si la
correspondencia de Galois en B;R y B, establece una biyeccién entre los
subgrupos cerrados de G y los subcampos completos. Dado que dichas acciones
de Galois se construyen de manera natural desde la accién en C,,, lo primero que
debemos investigar es ;Cuando pasa que L sea denso en (BJR)GL? En general
esto no cumple para toda L, sin embargo podemos dar una caracterizacién para
aquellas extensiones de campos de forma Q" C L (en donde Q" es la méxima
extension no ramificada) que si lo sean, dicha caracterizacién depende de que
la extension sea profundamente ramificada o no, en las siguientes secciones se
hablard acerca de ello.

2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones
profundamente ramificadas.

Para empezar a resolver el problema principal, usaremos las diferenciales para
poder caracterizar las extensiones profundamente ramificadas. Sea p : A, p —
BIR el morfismo canénico, Iy := I N A,y y denotamos Afnf = Amf/Lkr“.

14



2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones profundamente ramificadas.

Por otro lado consideremos K = Q" la méxima extension no ramificada de Q,
vamos a definir la siguiente sucesién de subanillos O%)de O+ recursivamente
como sigue, primero oY .— Oz, luego consideremos O ®o— Qo_jo, que
es naturalmente isomorg) al médulo de diferenciales Qo?|o X stea d: Ox —
QO?‘OK la diferencial canénica, definamos O() := ker d, es un Og-submédulo

de Oz, que es un subanillo e ideal de O tal que O C oW ¢ O+ por
propiedades de d. Ahora usando la propiedad universal del médulo de las
diferenciales, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de OM-médulos:

0w 1,0

4l [
Qowjox 5 Qoglox

construimos el morfismo de OW-médulos T : O% Qo QO(U\OK — QO?‘OK
como la composicion:

Tdg®] h(f@da)=f
K
Of Ko QO(U\OK — Of Qo QO?\OK — ??O?\OK .

Notemos que si @ € O entonces da = 1+ da = 1(Id% ® j)(1 ® da), esto
significa que m(d o i) C im(I), entonces existe un tinico homomorfismo d*) de
OM-médulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

ow —i Or @ow Qoo

Luego construimos O®) := kerd™, siguiendo el procedimiento anterior,
construimos un tnico homomorfismo d® de O®-médulos tal que el siguiente
diagrama conmuta:

o
o 4, Ox ®@om Qom|ox

0® 7—(1—(2—)% O? Ko@) QO<2)\OK

Recursivamente construimos la sucesién descendente O™ de subanillos de Oxvy
ademds denotemos Q*) 1= O=® k-1 Qo1 entonces se tiene la siguiente

K Y0 o |0k g
propiedad importante.

Proposicion 2.2.1. Considerando la notacién anterior, las siguientes afirma-
citones son validas:

1. Para toda k € N, se cumple que O%) = K N (Aing + I*1), ademds la
inclusion O%) — Ainy + I*1 induce un isomorfismo:
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2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones profundamente ramificadas.

d®) son sobreyectivas.

Si denotamos Agg} el limite proyectivo del sistema Afnf/p"Aifnf entonces:

Al = 1im o™ /pio™

inf
ademds se cumple que By =2 A ®z, Qp-

Q" es un O+-mddulo p-divisible y de p-torsion

Caracterizacion de las extensiones profundas. Tomemos a € O y sea
K C F una extension finita tal que:

1.
2.

acF.

Existe 7 € F un uniformizador y f € Ok[z] tal que a = f(m)

Definimos:

6(a) := min (v(f'(7)/Apk),0)

se puede ver que J sélo depende de a, y define entonces una funcién § : O —
[0, 00) tal que:

1.
2.
3.
4.

5.

d(a+ b) > min(d(a),d(b)). La igualdad se obtiene cuando d(a) # 6(b).
d(ab) > min(d(a) + v(b),(b) + v(a)).

Si f € Oklx] y a € O entonces 6(f(0)) = min(v(f'(a)) + d(a),0).

Si #,y € O entonces zdy = 0 si y solo si v(z) + d(y) > 0.

Si a € O, entonces §(a) = 0 siy sélo si a € OW),

Si definimos una funcién 6 : Qo_jo, — (=00, 0], como sigue 6(adb) =
min(v(a) + 6(b),0), satisface que satisface el diagrama conmutativo:

d
OF ? QO?‘OK

x %5

Tambien definimos w : K — [0, 00) como sigue w(a) = sup{m € Z| a € p™OM},
esta funcién cumple:

1.

2.
3.

w es una valuacién discreta en K cuyo anillo de enteros es O%.
Para toda a € K se tiene que v(a) > w(a).

Sia € O — O entonces w(a) = [5(a)).
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2.3. Grupos de cohomologia H! (G, C,(n)).

Usando las propiedades anteriores tenemos que la completacion de K con
respecto a la valuacién w es By y si denotamos Op a la completacién de
(O, w|o_) entonces usando que d : O — Q| es continuo con respecto a la
topologia w en Oxvyla t.opologla.dlscreta en Qo_jox entonces se extiende de
manera Unica a una funcién Og-lineal tal que el diagrama conmuta:

Op ----- » Qo_jox
[
Ox

Considerando lo anterior, podemos construir una acciéon de G como sigue:
Vo € Gk, Va,b € O, o * (adb) := o(a)d(co(b)).

Esta es una accién semilineal y continua de Gy sobre QO?‘OK. Ahora

usando (1.2.6), (1.3.2)) y las construcciones anteriores se tiene las siguientes
caracterizaciones para extensiones profundamente ramificadas:

Teorema 2.2.2. Sea L una extension algebraica de K, entonces son equivalentes:
1. L es profundamente ramificada.
2. §(Oy) es no acotado.
3. Qo, |0k €5 no cero y p-divisible.
4. Para cada extension algebraica L C F se tiene Qo 0, = 0.
5. Para cada extension algebraica L C F se tiene Qo 10, = OF - QoL |0k -

6. Si J :=kerf : By — C, entonces d(J°*) = Qo, |0y -

2.3. Grupos de cohomologia H' (G, C,(n)).

Sabemos que C, tiene una representacién continua de Gk entonces la
torcedura de Tate C,(n) es un C,-vectorial de dimensién 1 con la accién natural
definido por la n-ésima potencia del cardcter ciclotémico x.

Teorema 2.3.1. Az-Sen. Sea K C L una extension.
1. Si L es profundamente ramificado entonces:

a) (Cp(n))r es un L-espacio vectorial de dimension, 1.
b) H*(Gp,C,) =0 para toda k > 1.

2. St L no es profundamente ramificado.

a) (Cp)¢ y (Cp(n))St =0 para toda n # 0.

)
b) H'(Gp,C,) es un L-espacio vectorial de dimension, 1.

)

)

H(
H'Y(Gp,Cpy(n)) =0 para toda n # 0.
HY(Gp,Cy(n)) =0 para toda k > 1 y toda n.

c
d
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2.3. Grupos de cohomologia H! (G, C,(n)).

Luego para cada n > 1 definimos w, : K — Z U {oo} como sigue
wy(a) = sup{m € Z| a € p"O™ V}. De hecho se puede ver que wy = w
y ademas tienen propiedades similares:

1. (K,w,) es una valuacién discreta cuyo anillo de enteros es O~1).
2. Para todan >3y a € K se tiene que v(a) > w,—1(a) > wy,(a).
3. Para toda n > 2 la completacién de (K, w,) es B,.

Teorema 2.3.2. Sea K C L una extension algebraica.

1. Si L es profundamente ramificada, entonces H*(Gp,B,) =
HK(GL,B;R) =0 para toda n > 2 y toda i > 1.

2. Si no es profundamente ramificada, entonces de los morfismos canonicos
+ : : .
B, — C, y B — C, se inducen los isomorfismos:

H"(Gp,B,) = H*(Gr,Cp) = H*(Gr, BJy)

para toda k > 1 y toda n > 2.

Caso de extensiones que no son profundamente ramificadas. Considere-
mos la siguiente sucesién exacta:

0 C,p(n) Bni1 —2s B, —— 0,

induce la sucesién exacta larga de cohomologia para cada extensién algebraica
K C L.

0 —— Cp(n)t —— ijl —— Bt —— HYG,Cp(n)) —— HYGr,Bpy1) — -+

Si usamos que de la accién de G en C, se tiene que (CZ?L = L entonces
obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.3.3. Si K C L es una extension que no es profundamente
ramificada entonces:

1. Para toda n > 1, B,?L — 1.
2. Para toda n > 2 las completaciones de L en C, y en B, coinciden.

Luego para completar el estudio para el caso de extensiones que no son
profundamente ramificadas, usando ([1.1.5) tenemos:

Proposicion 2.3.4. Si K C L es una extension que no es profundamente
ramificado entonces (Bjj,)¢" = L.
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2.4. Extensiones profundamente ramificadas en varios niveles.

2.4. Extensiones profundamente ramificadas en varios
niveles.

Para el caso cuando K C L es una extensién profundamente ramificada,
se tiene en general que si denotamos L™ la completaciéon en B, y L™ la
completacién en B;R entonces:

En C (Bn)GL, Eoo C (B;-R)GL

Teorema 2.4.1. Para una extension K C L profundamente ramificada son
equivalentes:

1. L es denso en (BJ,)Cr.
2. L es denso en BST para toda n € N.

Con esto solo resta clasificar las extensiones profundamente ramificadas
que satisfacen la densidad en algtin nivel o todos, para ello extenderemos la
clasificacion de extensiones profundamente ramificadas usando las propiedades
de (F7 wy, ). Como notacién adicional denotamos J,, al kernel de ¢,, : B,, — By, _1,
entonces tenemos:

Teorema 2.4.2. Son equivalentes para una extension algebraica K C L:
1. L es profundamente ramificada.
2. J,?L # 0 para toda n > 2.
3. BSL contiene un generador del ideal mazximal de B,, para toda n > 2.
4. (Bi,)C* contiene un generador del ideal mazimal de B,.

Definicion 2.4.3. Sea K C L una extensién profundamente ramificada y n > 2.
Decimos que:

1. L es profundamente ramificado de nivel n si Q=Y (L|K) no es anulado
por una potencia finita de p.

2. L es una extension De Rham de nivel n si H((l;;_l)(L|K) = 0, en donde
n n n—1
HYY = QO (L]K) /dn (07 V).

Proposicion 2.4.4. Si L es una extension profundamente ramificada y n > 2
entonces son equivalentes:

1. L es profundamente ramificado y de De Rham de nivel n.
2. J,NL" #0.
3. JunLr=JSr.

Proposicion 2.4.5. Si L es una extension profundamente ramificada y n > 2
entonces son equivalentes:

I BGL — Tn,
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2.5. Clasificaciones.

2. L™ contiene un generador del ideal maximal de B,.

Ademds son equivalentes:
1. (Bf)Cr = L.

2. L™ contiene un uniformizador de B;‘R.

2.5. Clasificaciones.

Como compilacién de todos los resultados anteriores se tiene el siguiente

teorema que caracteriza las extensiones profundamente ramificadas que son
densos.

Teorema 2.5.1. Si L es una extension profundamente ramificada, entonces las
siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. Son equivalentes para una n > 2 fija.

a) L es denso en B,C,’;L para toda m < n.

b) L es profundamente ramificado y de Rham de nivel m para m < n.

¢) La completacion de L en B, contiene un uniformizador de B,,.
2. Son equivalentes:
a) L es denso en (Bjj,)C".

b) L es profundamente ramificado y de Rham en todos los niveles.

¢) La completacion de L en Bc'l"R contiene un uniformizador.
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APENDICE A

Conexiones de Galois

Definicion A.0.1. Sea P un COPO, una funcién ¢ : P — P es llamado operador
de clausura si satisface:

1. Monétona: ¢(p) < ¢(g) siempre y cuando p < q.
2. Extensiva: Para toda p € P, p < ¢(p).
3. Idempotente: Para toda p € P, c¢(c(p)) = p.

Ademés, decimos que un elemento p € P es c-cerrado si p = ¢(p), y denotamos
Cl.(P) como el conjunto de todos los c-cerrados.

Algunas observaciones directas de la definicién son las siguientes:
1. Si P tiene elemento méximo, lldmese 1, entonces 1 es un c-cerrado.

2. Si P es una reticula completa, entonces Cl.(P) es una /\-subreticula
completa, convirtiendo a Cl.(P) en una reticula completa en donde el
supremo de un subconjunto A C P queda dado como:

\ A:= N\{a€Cl(P)| x<a, Vz € A}.

En general para una reticula completa se tiene una correspondencia uno a uno
entre los operadores de clausura y las A-subreticulas completas. Sea L una
reticula completa, denotamos Sys(L) la familia de las A-subreticulas completas
(también llamados sistemas de clausura o cerradura)dotado del orden C y
también denotamos CI(L) como el conjunto de los operadores de clausura, y el
orden de funciones, definido como sigue, dados ¢, € Cl(L):

c<dsivVo e L, c(z) <d(x).

Proposicion A.0.2. Los conjuntos ordenados Sys(L) y CI(L) son anti-
isomorfos.

Demostracion. Definamos () : Sys(L) — CI(L) como sigue, dado @ € Sys(L)
definimos el operador ( )Q : L — L, tal que para cada a € L:

@Q = /\{CEQ| a <c}.
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Esta funcién estd bien definida, pues el conjunto {¢ € Qla < ¢} no es vacio, ya
que como L es reticula completa entonces tiene un elemento maximo 1 y este
pertenece al conjunto. Ademas, esta funcién cumple:

L. (a)g € C.

2. @Q:asiysélosiaeQ.

3. a < (a)g-

4. 8i a < b entonces a < (b)y, obteniendo que (b), € {c € Qla < c},

entonces (a)g < (b)g-

5. ((a)Q)Q = (a)g para toda a € L.

Mostrando que UQ es un operador de clausura cuyo conjunto de puntos
cerrados son (). Ahora definamos la funcién ¢l : CI(L) — Sys(L) como sigue,
para cada operador de clausura ¢, cl(c¢) := Cl.(L) que claramente estd en
Sys(L). De las observaciones anteriores tenemos que para toda @ € Sys(L)
se cumple cl o ( )(Q) = Q. Luego si ¢ : L — ¢ es un operador de clausura,
denotamos H := Cl.(L), veamos que ( )y = ¢, primero fijemos a € L y sea
b:= A{c € H| a < c}, como c es extensiva se tiene b < c¢(a), por otro lado
tenemos que a < b entonces ¢(a) < ¢(b) = b concluyendo c(a) = b = (a)y,
mostrando que U o cl(c) = ¢ para todo operador de clausura c. Con lo anterior
obtenemos la correspondencia uno a uno entre Sys(L) y CI(L). Veamos que
esta correspondencia es un anti-isomorfismo.

Consideremos ¢ < ¢’ en CI(L), tomemos p € Cl (L) entonces ¢(p) < ¢'(p) = p,
pero ademds como p < ¢(p) entonces p = ¢(p) es decir p € Cl.(L) obteniendo
Cl(d) < el(c).

Consideremos @ C Q' entonces {c € Q'| a < ¢} C {c € Q| a < ¢} obteniendo
()g < ()g completando la prueba. [ |

Proposicion A.0.3. Sea ¢ : L — L un operador de clausura, entonces para cada

A C L se cumple:
\C/A =c (\/ A) .

Definicion A.0.4. Sean P y @ dos COPOs, una conexién de Galois de (P, Q)
es una pareja de funciones (¢ : P — Q, ¢ : Q — P) tal que:

1. ¢, son funciones decrecientes.

2. Para cada x € P, y € @ se cumple que:
Y <q o(z) =z <pY(y).

Proposicion A.0.5. Si (¢, ) forman una conexién de Galois para los COPOs
(P, Q) entonces las funciones ¢ : P — P y ¢y : Q — Q son operadores de
clausura, tal que:

L. ¢(P) = Clyy(Q)-
2. Y(Q) = Clyy(P).
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3. Eziste un anti-isomorfismo Clyy(Q) = Clygpy-

Para una demostracién, véase (|[Rom08], Teorema 3.16).
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