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Introducción

Dentro de la geometría algebraica compleja, se entiende la palabra periodo
como aquel número complejo que puede ser expresado como la integral compleja
de una función algebraica sobre un dominio algebraico, por ejemplo:

2πi =
∫
γ

dz

z

en donde γ es la circunferencia unitaria en el plano complejo. Estos periodos se
pueden describir mediante el isomorfismo de De Rham:

C ⊗Q Hr
sing(X(C),Q) ∼= C ⊗K Hr

dR(X)

para cada variedad algebraica X definido sobre un campo numérico K. Dentro
de las motivaciones iniciales de la teoría p-ádica de Hodge es encontrar una
versión análoga p-ádica sobre la noción del concepto de periodos. Para ello, se
buscó un análogo del isomorfismo anterior, se buscaba encontrar un anillo B
tal que:

B ⊗Qp
Hr

étale(XK ,Qp) ∼= B ⊗K Hr
dR(X)

en donde X es una variedad definida sobre una extensión finita de Qp. Se han
encontrado anillos que cumplen dicho isomorfismo, estos anillos son conocido
como anillo de periodos de Fontaine. Dos ejemplos importantes de estos anillos
son:

1. El anillo B de De Rham, B+
dR, y

2. el anillo de B-crys, Bcrys.

Por otro lado, Tate investigó la clasificación de los grupos p-divisibles sobre el
anillo de los enteros de un campo local, dando inicio a lo que hoy se conoce
como teoría p-ádica de Hodge. Si G es un grupo p-divisible en el anillo OK ,
se define el módulo de Tate, TpG, que tiene una acción natural de GK . Tate
probó que existe una descomposición de Hodge GK-equivariante como sigue,
sea VpG = Qp ⊗Zp

TpG entonces:

Cp ⊗Qp
VpG ∼= (Cp ⊗OK

ωG∗) ⊕ (Cp(χ−1) ⊗OK
ω∗G)

Después Fontaine completó la clasificación de los grupos p-divisibles y logró
conectarlo con los teoremas de descomposición de Hodge por medio del concepto
de las representaciones semilineales y representaciones B-admisibles, este último
definido como sigue:
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Definición 0.0.1. Una representación V , E-semilineal de G, es B-admisible, si
B ⊗E V es la representación trivial.

Por otro lado, decimos que una representación Qp-lineal de GK es de Hodge-
Tate, si Cp ⊗Qp

V se puede descomponer como:

Cp ⊗Qp
V = Cp(χn1 ) ⊕ Cp(χn2 ) ⊕ · · · ⊕ Cp(χnd ),

para algunos enteros n1, n2, · · · , nd, en donde Cp(χni) es la torsión de Tate
definido por la potencia del carácter ciclotómico. Esta descomposición encaja
muy bien en la definición de representacionesB-admisibles, de hecho, si definimos
BHT := Cp[t, t−1], y consideramos la acción de GK en BHT dado por la fórmula
g ∗ (ati) := ga ∗ χ(g)i ∗ ti, g ∈ GK , i ∈ Z, a ∈ Cp, entonces, resulta que una
representación V es de Hodge-Tate si y sólo si es BHT -admisible. Aunque se
tiene un acercamiento al isomorfismo, resulta que estas clases de representaciones
son muy grandes y complicados de estudiar, así que se define otros anillos de
periodos más finos que BHT , por ejemplo, el anillo B+

dR dando isomorfismos
similares.

Iovita en su artículo [IZ99] estudia con detalle la representación de G en BdR,
motivándose en el teorema de Ax-Sen, en donde dice que para cada extensión
algebraica Qp ⊆ L ⊆ Qp, entonces la completación de L en Cp coincide con
(Cp)GL , mostrando que la función H → (Cp)H establece una biyección entre el
conjunto de subgrupos cerrados de G := Gal(Qp|Qp) y el conjunto de todos los
subcampos completos de Cp. También, investigó la posibilidad de encontrar una
biyección similar para la acción de G en B+

dR, más precisamente, se preguntó si
para cada campo Qp ⊆ L ⊆ Qp, su completación en B+

dR coincide con (B+
dR)GL ;

desafortunadamente, esto no es válido en general, sin embargo, encontró una
familia de campos que cumplen esta propiedad. En este trabajo nos interesamos
en profundizar dicha biyección mediante el concepto de conexiones de Galois
asociadas a representaciones que se definirán en el capítulo 1. Esto nos permitirá
conocer características de los conjuntos invariantes y proporcionar herramientas
para poder describirlos. De hecho, el teorema (1.1.5), muestra cómo los conjuntos
invariantes de una familia de representaciones G-equivariantes, conmutan con
límites, proporcionando una aplicación, para el caso de los campos invariantes
de B+

dR, de la proposición (2.3.4).
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CAPÍTULO 1

Representaciónes de Galois

1.1. Representaciones de Galois.

Consideremos Ω : Set → Set un funtor, sea la categoría de Ω-álgebras
Ω 9 Alg, es decir esta categoría consiste en:

1. Objetos como funciones de la forma µ : Ω(A) → A, para algún conjunto
A, que será denotado como la pareja (A,µ).

2. Morfismos entre dos objetos (A,µ) y (B, ξ) es una función f : A → B tal
que el siguiente diagrama conmuta:

Ω(A) Ω(B)

A B

Ω(f)

µ ξ

f

.

También, dado (V, ξ) ∈ Ω 9 Alg, se tiene que el conjunto de automorfismos en
Ω 9 Alg denotado como Aut(V ) es un grupo y entonces a cada morfismo de
grupos de la forma µ : G → Aut(V ) lo llamaremos como una representación
de V . Denotamos Sub(G) la retícula de subgrupos de G y Sub(V ) la retícula
de subobjetos de V , para cada µ : G → Aut(V ) representación, definimos la
conexión de Galois de µ como sigue:

Sub(G) Sub(V )

H V H := {v ∈ V | µh(v) = v, ∀h ∈ H}

Sub(V ) Sub(G)

W GW := {g ∈ G| µg(w) = w, ∀w ∈ W}

ϕ

ψ

.
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1.1. Representaciones de Galois.

Veamos que cada función está bien definida. Primero estudiemos el conjunto V G,
este conjunto cumple que para toda g ∈ G se tiene el diagrama conmutativo:

V V

V G V G

µg

i

IdV G

i .

En donde i es la función inclusión. Luego como µg ∈ Aut(V ) entonces se tiene
el diagrama conmutativo:

Ω(V ) Ω(V )

V V

Ω(µg)

ξ ξ

µg

.

Con esto se obtiene que para toda g ∈ G:

µg ◦ ξ ◦ Ω(i) = ξ ◦ Ω(µg) ◦ Ω(i) = ξ ◦ Ω(i)

Esto muestra la siguiente contención de conjuntos im(ξΩ(i)) ⊆ V G, entonces
existe una única función χ : Ω(V G) → V G tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Ω(V G) Ω(V )

V G V

χ

Ω(i)

ξ

i

Mostrando que i es un morfismo en Ω 9 Alg y entonces V G es un subobjeto
de V . Con lo anterior en mente, si H es un subgrupo de G con su morfismo
inclusión j : H → G entonces V H es el conjunto fijo de la representación µ ◦ j,
y por tanto V H es un subobjeto de V . Este razonamiento se extiende a algunas
subcategorías plenas D ⊆ Ω 9 Alg. Consideremos algunos ejemplos:

1. Si D = R 9Mod es la categoría de R-módulos con R un anillo, entonces
cada R-módulo que tiene estructura aditiva (+, 0,−) y un producto
escalar · que satisface los axiomas de R-módulo, con esta perspectiva la
categoría D es una subcategoría plena de la categoría Ω 9 Alg en donde
Ω(A) = (A×A)

∐
{∗}

∐
A

∐
(R×A).

2. Si D = k 9 Alg es la categoría de álgebras sobre un campo k, con un
razonamiento similar al inciso anterior se tiene que es una subcategoría
plena de la categoría Ω 9 Alg para algún funtor Ω adecuado. Luego, si
consideramos k ⊆ K una extensión de campos, notemos que para cada
representación µ : G → Autk(K), KG es (0), o es una k-subálgebra tal
que k ⊆ KG ⊆ K, y entonces es fácil ver que en esta última situación KG

es también un campo.

Luego ψ está bien definida pues claramente para cada subobjeto W , GW es un
subgrupo, que al menos contiene el neutro e ∈ G.
Una vez visto que las funciones están bien definidas, mostremos que son
decrecientes:
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1.1. Representaciones de Galois.

1. Si H ⊆ H ′ en Sub(G) entonces:

V H
′

= {v ∈ V |µh(v) = v, ∀h ∈ H ′} ⊆ {v ∈ V |µh(v) = v, ∀h ∈ H} = V H

2. Si W ⊆ W ′ en Sub(V ) entonces:

GW ′ = {g ∈ G|µg(w) = w, ∀w ∈ W ′} ⊆ {g ∈ G|µg(w) = w, ∀w ∈ W} = GW

Por último, tomemos H ∈ Sub(G) y W ∈ Sub(V ), entonces la afirmación:

W ⊆ V H ⇔ H ⊆ GW .

Se sigue como sigue, si suponemos W ⊆ V H entonces para cada h ∈ H se
cumple que:

∀v ∈ V H , µh(v) = v.

pero como W ⊆ V H entonces h ∈ GW mostrando H ⊆ GW . La otra implicación
se procede de un razonamiento similar, con esto se muestra que la pareja (ϕ, ψ)
forma una conexión de Galois según (A.0.4), y por el teorema (A.0.5), se tiene
dos sistemas de clausura anti-isomorfas, a esta relación se le denomina como la
Teoría de Galois para la representación µ : G → Aut(V ). Un primer objetivo
de la Teoría de Galois para la representación µ : G → Aut(V ) es describir
Clϕψ(Sub(V )) ∼= Clψϕ(Sub(G)). Para ello empezaremos con unos aspectos
generales, decimos que una representación µ : G → Aut(V ) es trivial si ∀g ∈ G
se cumple µg = IdV . Una observación directa es:

Proposición 1.1.1. Una representación µ : G → Aut(V ) es trivial si y sólo si
V G = V

Demostración. Si µ es trivial entonces µg = IdV para toda g ∈ G, ahora ya
tenemos que V H ≤ V , luego si v ∈ V se tiene entonces v = IdV (v) = µg(v)
para toda g ∈ G, es decir v ∈ V G obteniendo la igualdad deseada. Luego si
V G = V , tomemos g ∈ G entonces para toda v ∈ V se cumple µg(v) = v es
decir µg = IdV , por tanto µ es trivial ■

Proposición 1.1.2. Sea µ : G → Aut(V ) una representación, entonces las
siguientes retículas son acotadas:

1. Clψϕ(Sub(G)) con elemento máximo G y elemento mínimo kerµ.

2. Clϕψ(Sub(V )) con elemento máximo V y elemento mínimo V G.

Demostración. Para el primer punto, usando la proposición (A.0.5), basta notar
que GW = {g ∈ G| µg◦iW = IdW }, entonces GV = kerµ, es el elemento mínimo,
mientras que G = GV G , muestra que G ∈ Clψϕ(Sub(G)) y claramente es un
elemento máximo.
Para el siguiente punto, usando la proposición anterior, sabiendo que kerµ
tiene acción trivial bajo la restricción de µ, entonces se tiene que V kerµ = V ,
mostrando que V ∈ Clϕψ(Sub(V )) y por tanto es elemento máximo. Luego,
supongamos que existe W ∈ Clϕψ(Sub(V )) tal que W ≤ V G, entonces por la
conexión de Galois existe un único H ∈ CLψϕ(Sub(G)) tal que W = V H , esto
implica que G ≤ H, es decir G = H y W = V G.

■
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1.1. Representaciones de Galois.

Para simplificar notación denotamos Clµ(G) = Clψϕ(Sub(G)) y Clµ(V ) =
Clϕψ(Sub(V )).

Definición 1.1.3. Sean µ : G → Aut(V ) y ν : G → Aut(W ) dos
representaciones, un morfismo f : V → W en Ω 9 Alg se llama G-equivariante
si para toda g ∈ G se cumple:

νg ◦ f = f ◦ µg.

Funtor Invariante . Sea f : V → W un morfismo G-equivariante, vamos
a describir relaciones entre los COPOs Clµ(V ) y Clν(W ). Como f es G-
equivariante, para toda g ∈ G se cumple por definición:

νg ◦ f = f ◦ µg

Denotamos i : V G → V y j : WG → W los C-morfismos inclusión, entonces
para cada g ∈ G se tiene:

νg ◦ f ◦ i = f ◦ µg ◦ i = f ◦ i

Esto muestra que im(f ◦ i) ⊆ WG, entonces existe un único Ω 9 Alg-morfismo
fG : V G → WG tal que el siguiente diagrama conmuta:

V W

V G WG

f

i

fG

j

Esta construcción induce un funtor ()G : Rep(G) → Ω 9 Alg llamado funtor
invariante. Además si H es un subgrupo de G entonces al considerar el siguiente
diagrama conmutativo de inclusiones:

V

V G V H

iG

iHG

iH

Como iG y iH son Ω 9 Alg-morfismos con iH inyectivo entonces iHG es un
Ω 9 Alg-morfismo. Todo este razonamiento se puede extender para subgrupos
de G de la forma H ⊆ H ′, con lo anterior tenemos una relación entre los funtores
invariantes pues toda función G-equivariante es H-invariante.

Proposición 1.1.4. Sea f : V → W un Ω 9 Alg-morfismo G-equivariante,
entonces cuando H ≤ H ′ en Sub(G) entonces el siguiente diagrama de Ω 9 Alg-
morfismos conmuta.

V H WH

V H
′

WH′

fH

iH
H′

fH′

jH
H′

4



1.1. Representaciones de Galois.

Demostración. Usando la notación anterior obtenemos:

jH ◦ fH ◦ iHH′ = f ◦ iH ◦ iHH′ , usando la construcción de ()H

= f ◦ iH′ , usando propiedades de inclusión
= jH′ ◦ fH

′

= jH ◦ jHH′ ◦ fH
′

Como jH es monomorfismo entonces fH ◦ iHH′ = jHH′fH
′ . ■

Proposición 1.1.5. Para cada H ≤ G, el funtor ()H conmuta con límites
existentes, es decir si (V, {pi : (V, µ) → (Vi, µi)}i∈I) es el límite de un funtor
F : I → Rep(G) entonces (V H , {pHi }i∈I) es el límite de ()H ◦ F .

Demostración. Por la funtorialidad tenemos que (V H , {pHi }i∈I) es un cono del
funtor ()H ◦ F . Luego tomemos otro cono (M,hi : M → V Hi ), si denotamos
{ini : V Hi → Vi}i∈I la familia de inclusiones, veamos que (M, {qi := ini ◦hi}i∈I)
es un cono de F , donde a M se le induce la representación trivial. Primero
veamos que qi es G-equivariante, si tomamos g ∈ G entonces para cada i ∈ I:

(µi)g ◦ ini ◦ hi = ini ◦ hi, usando que (µi)g ◦ ini = ini

= ini ◦ hi ◦ IdM
(µi)g ◦ qi = qi ◦ IdM

obteniendo que qi es G-equivariante. Cabe resaltar que del cuadrado conmutati-
vo:

M Vi

M = MH V Hi

qi

IdM

hi

ini

por construcción de ()H se tiene que qHi = hi para cada i ∈ I. Por otro lado, si
tomamos una imagen F(i → j) := f ji : Vi → Vj , entonces:

f ji qi = f ji inihi, usando la construcción de (f ji )H

= inj(f ji )Hhi, como M es un cono se tiene
= injhj = qj

Con esto se muestra que (M, {qi}) es un cono de F , así que existe un único
morfismo G-equivariante δ : M → V tal que para toda i ∈ I se cumple qi = pi◦δ,
de aquí construimos el único morfismo δH : M → V H y veamos que este es el
morfismo universal del límite, es decir para cada i ∈ I veamos que el siguiente
diagrama conmuta:

M V H

V Hi

δH

qi
pH

i

Para cada i ∈ I tenemos:

pHi ◦ δH = (piδ)H = qHi = hi

Por lo tanto V H es el límite de las V Hi . ■
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1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

Definición 1.2.1. Un campo local K es un campo valuado, discreto y completo
cuyo campo de residuos κ es finito.

Teorema 1.2.2. Toda norma en Q es equivale a uno de los siguientes casos:

1. Valor absoluto usual.

2. Norma p-ádica para algún primo p.

Para una demostración véase ([EP05], Prop. 1.2.1, Teo. 2.1.4), debido a este
teorema podemos clasificar los campos locales en los siguientes casos (Denotamos
χ(K) a la característica):

1. Si χ(K) = p entonces K es isomorfo al campo κ((x)) de las series de
Laurent, donde x es transcendental sobre κ.

2. Si χ(k) = 0 entonces K es isomorfo al campo L, en donde L|Qp es una
extensión finita.

Proposición 1.2.3. Si L|K es una extensión finita de campos locales entonces
se cumple:

f(L|K)e(L|K) = [L : K]
Para una demostración véase ([Gui18], Teorema 2.38).

Definición 1.2.4. Sea L|K una extensión de campos locales. Decimos que la
extensión es:

1. No ramificado si e(L|K) = 1.

2. Totalmente ramificado si f(L|K) = [L : K].

3. Mansamente ramificado si e(L|K) es coprimo a p.

Para un campo no arquimediano K, usaremos la siguiente notación:

1. El anillo de enteros OK := {x ∈ K| ∥x∥K ≤ 1}.

2. El único ideal maximal mK := {x ∈ K| ∥x∥K < 1}.

3. El grupo de unidades UK := {x ∈ K| ∥x∥K = 1}.

Además, un elemento πK ∈ K se llama uniformizador si, al denotar νK la
valuación de ∥ ∥K , se cumple que νk(πK) = 1. En esta situación, se puede ver
que:

K× ∼= ⟨πK⟩ × UK , mK = ⟨πK⟩.
Sea L|K una extensión finita y separable de campos locales, entonces al
considerar la forma bilineal no degenerada TrL|K(x, y) tenemos el ideal
fraccionario:

O′L := {x ∈ L| TrL|K(x, y) ∈ OK , ∀y ∈ OL}
e induce el siguiente ideal:

DL|K := {x ∈ L| xO′L ⊆ OL}

dicho ideal se denomina el diferente de L|K. Una propiedad importante debido
a ([Ked22], pp. 77) es:
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1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

Proposición 1.2.5. Sea L|K una extensión finita y separable de campos locales
con e := e(L|K), entonces son válidas las siguientes afirmaciones:

1. Si OL = OK [a] y f [x] ∈ OK [x] es el polinomio mínimo de a, entonces
DL|K = (f ′(a)).

2. DL|K = OL si y sólo si L|K es no ramificado.

3. νL(DL|K) ≥ e− 1.

4. νL(DL|K) = e− 1 si y sólo si L|K es mansamente ramificado.

Extensiones profundamente ramificadas.

En esta sección vamos a describir las extensiones profundamente ramificadas
para el caso de las extensiones algebraicas Qp ⊆ L ⊆ Qp.

Teorema 1.2.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. L no es fijo para ningún subgrupo de ramificación de Gal(Qp),Qp).

2. El conjunto {v(DF |K)|F es una extensión finita de Qp contenido en L}
es no acotado.

3. Para cada extensión finita L′ de L se cumple mL ⊆ TrL′|L(mL′).

Definición 1.2.7. Una extensión algebraica L de Qp es profundamente
ramificada si satisface alguna de las condiciones del teorema (1.2.6).

Vectores de Witt

Definamos los siguientes polinomios:

wn(x0, · · · , xn) :=
n∑
k=0

pkxp
n−k

k , n ∈ N

La teoría de los vectores de Witt se construye como sigue (para más detalles
consulte por ejemplo [FO08], pp. 84).

Proposición 1.2.8. Sea f [x, y] ∈ Z[x, y] un polinomio tal que F [0, 0] = 0
entonces existe una única sucesión de polinomios con coeficientes enteros:

ϕn(x0, · · · , xn, y0, · · · , yn), n ∈ N

tal que para cada n ∈ N se cumple

wn(ϕ0, · · · , ϕn) = F (wn(x0, · · · , xn), wn(y0, · · · , yn))

En base a la proposición anterior, tenemos las siguientes sucesiones de
polinomios:

1. Para F (x, y) = x+ y, denotamos la sucesión {Sn}∞n=0.

2. Para F (x, y) = xy, denotamos la sucesión {Pn}∞n=0.

7



1.2. Campos locales y extensiones ramificadas.

Dado A un anillo conmutativo denotamos W (A) = AN dotado de las siguientes
operaciones definidas como sigue, dados (an)n∈N, (bn)n∈N ∈ W (A) entonces:

(an)n∈N + (bn)n∈N := (S0(a0, b0), S1(a0, a1, b0, b1), · · · ).
(an)n∈N ∗ (bn)n∈N := (P0(a0, b0), P1(a0, a1, b0, b1), · · · ).

Con estas operaciones W (A) forma un anillo llamado en anillo de los vectores
de Witt. Algunas de sus propiedades importantes son:

1. Las asignaciones A → W (A) y para cada ϕ : A → B morfismo de anillos le
asociamos el morfismo ϕ : W (A) → W (B) definido como ϕ(an) = (ϕ(an)),
forman una asignación funtorial.

2. La función V : W (A) → V (A) definida como V (a0, a1, · · · ) =
(0, a0, a1, · · · ) es aditiva y los núcleos de la familia de funciones V n,
denotados como I := {In(A)}n∈N, forman una filtración de ideales
descendentes.

3. Como límites proyectivos se satisface que:

W (A) = ĺım
←
W (A)/In(A).

Esto implica que si dotamos a W (A) con la topología I-ádica, es completo.

Para el caso de anillos perfectos de característica p, es decir, anillos en donde el
endomorfismo de Frobenius es un automorfismo, los vectores de Witt satisfacen
la propiedad de que pn+1W (A) = In(A), esto significa que la topología I-ádica
coincide con la topología p-ádica. Incluso tiene la siguiente caracterización:

Teorema 1.2.9. Para un anillo A perfecto de característica p, existe un único
anillo R tal que satisface las siguientes condiciones:

1. R es dominio entero de característica O.

2. R/pR ∼= A.

3. R es completo con respecto a la topología p-ádica

Para una demostración véase ([Ser13], Cap. II, Teorema 3).

Topología Canónica. Existe otra topología importante sobre los vectores
de Witt cuando se considera a F como un campo perfecto de característica p.
En esta situación, usando que W (F ) = FN entonces denominamos la topología
canónica de W (F ) como la topología producto, en donde F se usa la topología
inducida por la norma ∥ ∥F .

Proposición 1.2.10. Si I ⊆ OF es un ideal y n ∈ N+ entonces el conjunto:

UI,n := {(xn) ∈ W (F ) | xi ∈ I, ∀ 0 ≤ i ≤ n}

es un ideal en W (F ). Además {UI,n} forma una base del sistema fundamental
de vecindades de 0.
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1.3. Representaciones l-ádicas.

1.3. Representaciones l-ádicas.

Definición 1.3.1. Sea K un campo y L|K una extensión de Galois, una
representación l-ádica es un Ql-espacio vectorial de dimensión finita V junto con
un homomorfismo continuo ρ : GL|K → AutQl

(V ). Además, si L es la cerradura
separable, dicha representación es llamado representación l-ádica de Galois.

Algunas construcciones básicas son:

1. Si V1, V2 son dos representaciones l-ádicas de G, entonces el producto
tensorial V1 ⊗V2 está dotado de la representación g ∗ (v1 ⊗v2) = gv1 ⊗gv2.
Naturalmente esta acción se induce en la potencia simétrica Symr

Ql
V y

en la potencia exterior
∧r

Ql
V .

2. Si V es una representación l-ádica, entonces la acción de G en V ∗ se
define para cada ϕ ∈ V ∗ y g ∈ G como (g ∗ ϕ)(v) = ϕ(g−1 ∗ v). Además,
si W es otra representación l-ádica, entonces en HomQl

(V,W ) tiene
una representación l-ádica definido como sigue, para cada g ∈ G y
ϕ ∈ HomQl

(V,W ) entonces (gϕ)(v) = g ∗ (ϕ(g−1v)).

Zl-representaciones.

Las representaciones que consideraremos se construyen usando Zl representa-
ciones. Sea V una representación l-ádica de G de dimensión d. A un subconjunto
W ⊆ V se llama un retículo si es un Zl-submódulo libre de V de rango d y
si el retículo está dotado de una acción lineal y continua de G se le llama
Zl-representación de G.

Construcción de representaciones a partir de retículos. Si V es una
representación l-ádica de G y T ⊆ V es un retículo, entonces:

1. gT = {g ∗ a| a ∈ T} es un retículo.

2. El subgrupo estabilizador stab(T ) = {g ∈ G | gT = T} es abierto, entonces
G/stab(T ) es finito, entonces tenemos una suma finita:

T1 :=
∑
g∈G

gT

3. Dicho conjunto T1 es una retícula estable bajo G, es decir que T1 es una
Zl-representación de G.

4. Si E := {e1, · · · , ed} es una base de T sobre Zl, implica que E es también
base de V como Ql espacio vectorial y por tanto V = T ⊗Zl

Ql.

Con las observaciones anteriores, si tenemos T un Zl-módulo libre de rango d
que es una Zl-representación de G, definimos V := T ⊗Zl

Ql, entonces V tiene
una representación dado por la acción g(t⊗ q) := t⊗ g(q).
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1.3. Representaciones l-ádicas.

Módulo de Tate.

Para la construcción de esta representación, se considera G = Gal(Ks|K) y
sea A el grupo multiplicativo, usando la siguiente sucesión exacta de grupos:

1 µln [A] A A 1i a→aln

Formando una familia de grupos {µln [A]}n∈N, luego, usando la familia de
morfismos ϕn : µln+1 [A] → µln [A] definidos como ϕn(a) = al, forman un
sistema proyectivo, así que definimos el módulo de Tate del grupo A como el
límite proyectivo:

Tl(A) := ĺım
←n

µln [A]

En nuestro caso de interés si consideramos el grupo multiplicativo de Ks resulta
tener las siguientes propiedades, primero notemos:

µln(Ks) ∼=
{
Z/lnZ ξ(K) ̸= l.

1 ξ(K) = l

Entonces Tl(K) es un Zl-módulo libre de rango 1. Sea t = (ϵn)n∈N ∈ Tl(K)
definido como sigue, ϵ0 = 1, ϵ1 ̸= 1 y para toda n ∈ N se cumple que ϵln+1 = ϵn,
con este elemento se puede ver que Tl(K) = tZl y que Zl-acción:

λ ∗ t = (ϵλn
n )n∈N, λn ∈ Z, λ ∼= λn mód lnZl.

Dota de estructura de Zl-módulo. Entonces G actúa en Tl(K), denotándolo
como Z(1) y por consiguiente G también actúa en Vl(K) = Ql⊗Zl

Zl(1) denotado
como Ql(1) en donde el carácter inducido se llama carácter ciclotómico.
Cabe mencionar que definimos para cada r ∈ N∗ como sigue:

Ql(r) := Symr
Ql

(Ql(1)), Ql(−r) := (Q(r))∗

Notemos que en este caso se tiene que:

Ql(r) = trQl, g ∗ (tr) = χr(g) ∗ tr, g ∈ G.

A estas representaciones se les denominan como torceduras de Tate. Además,
para cada representación l-ádica V , definimos su torcedura de Tate como la
representación l-ádica V (r) := V ⊗Ql

Ql(r).

El lema de Ax-Sen.

Dado K un campo no arquimediano y E|K una extensión algebraica,
consideremos α ∈ Ks que esté contenido en alguna extensión separable de
E, definimos ∆E(a) := mı́nγ∈Γ{v(α − γ)}, donde Γ es el conjunto de todas
las raíces del polinomio mínimo de α. Observemos que ∆E(α) = +∞ si y sólo
si α ∈ E. Con lo anterior en mente, tenemos el siguiente resultado debido a
Ax-Sen que mide la aproximación de α en E.

Teorema 1.3.2. Usando la notación anterior, las siguientes afirmaciones son
válidas:
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1.4. Anillos de periodos p-ádicos.

1. Si ξ(K) = 0 y v = vp entonces existe un a ∈ E tal que:

vp(α− a) > ∆E(α) − p

(p− 1)2 .

2. Si K es perfecto de característica p > 0, entonces para cada ϵ > 0, existe
un a ∈ E tal que:

v(α− a) ≥ ∆E(α) − ϵ.

La importancia del lema anterior se refleja en el siguiente problema, si K es
un campo no arquimediano completo, sea Ks su cerradura separable, sabemos
que GK := Gal(Ks|K) actúa continuamente en la completación C = K̂s

extendiendo la acción de K como sigue: si [{xn}∞n=0] ∈ C entonces:

g ∗ [{xn}∞n=0] := [{g ∗ xn}∞n=0], g ∈ GK

Tomemos H un subgrupo cerrado de GK , y sea L = (Ks)H el campo fijo, por la
correspondencia de Galois se tiene que H = Gal(Ks|L), en el caso de la acción
en C, la pregunta es ¿Quién es CH?.
Como sabemos que L ⊆ CH , entonces dado a ∈ CH entonces podemos tomar
una sucesión de elementos an ∈ K tal que v(a− an) ≥ n, entonces para cada
g ∈ H se tiene de la desigualdad triangular fuerte:

v(g ∗ an − an) ≥ mı́n{v(g ∗ an − a), v(an − a)} ≥ n

Entonces ∆L(an) ≥ n, usando (1.3.2) obtenemos que existe bn ∈ L tal que
v(bn − an) ≥ n− p/(p− 1)2 y por lo tanto ĺımn→∞ bn = a ∈ L̂, concluyendo:

Proposición 1.3.3. Sea K de característica cero, entonces para cada subgrupo
cerrado H = Gal(Ks|L) ≤ GK se tiene que:

CH = L̂

Gracias a la proposición anterior, tenemos una correspondencia de Galois
entre los subgrupos cerrados de GK y los subcampos completos de Cp.

1.4. Anillos de periodos p-ádicos.

Definamos ϕ : OCp
/pOCp

→ OCp
/pOCp

como el morfismo de Frobenius
ϕ(x + pOCp

) = xp + pOCp
. Luego, consideremos el sistema proyectivo

((An)n∈N, {ϕmn : An → Am}n≤m∈N) en donde An := OCp/pOCp para toda
n ∈ N y ϕmn := ϕ y denotamos al anillo O♭Cp

:= ĺımOCp/pOCp con sus morfismos
proyección ρn : O♭Cp

→ OCp
/pOCp

. Tenemos las siguientes observaciones:

1. Todo elemento x ∈ O♭Cp
se ve como x = (xn + pOCp

)n∈N tal que
(xpn + pOCp

) = xn−1 + pOCp
.

2. Si definimos x(n) := ĺımm→∞ xp
m

m+n, entonces la función x → (x(n))n∈N
es un isomorfismo de anillos O♭Cp

∼= ĺımϕOCp
. Y más aún, si definimos

∥x∥O♭
Cp

:=
∥∥x(0)

∥∥
Cp

nos induce una norma en O♭Cp
que lo hace en un

anillo de valuación. Además, denotamos C♭p := Frac(O♭Cp
) a su campo de

fracciones con la norma extendida.
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1.4. Anillos de periodos p-ádicos.

3. El anillo O♭Cp
es completo con la norma anterior.

Este objeto es el punto de partida para construir a los anillos de periodos.
La construcción es la siguiente, primero denotamos Ainf := W (O♭Cp

) el
anillo de los vectores de Witt, luego definimos θ : Ainf → OCp

como
θ((an)n∈N) :=

∑∞
n=0 a

(0)
n pn esto es un homomorfismo de anillos sobreyectivo

en donde ker θ es un ideal principal. Ahora tomemos un campo local K de
característica 0 y sea K0 su extensión maximal no ramificado, denotamos
Ainf,K := Ainf ⊗OK0

K y JK := ker θ⊗ IdK , entonces JK es un ideal principal
de Ainf,K .

Definición 1.4.1. Definimos el anillo de periodos de K como:

B+
dR,K := ĺım

n∈N
Ainf,K/J

n
K .

Proposición 1.4.2. Si K ⊆ F es una extensión finita entonces B+
dR,K

∼= B+
dR,F

Esta proposición muestra que solo depende de la característica residual de
K, por esa razón podemos escribirlo como B+

dR.

La acción en B+
dR,K . Sea GK := Gal(Qalgp |K), tiene una acción natural

sobre Cp tal que la inclusión Qalgp → Cp es GK-equivariante, como para cada
g ∈ GK es una isometría en Qalgp entonces los elementos de la representación
en Cp son isometrías, en particular GKOCp ⊆ OCp , naturalmente existe una
acción en OCp

/pOCp
tal que π : OCp

→ OCp
/pOCp

es GK-equivariante y
entonces se levanta a una única acción sobre Ainf y consecuentemente a una
acción sobre Ainf,K , esta acción es estable en JK , entonces los morfismos
Ainf,K/J

n+1
K → Ainf,K/J

n
K son GK -invariantes, extendiendo de manera natural

una acción de GK en B+
dR,K .

Proposición 1.4.3. B+
dR cumple las siguientes propiedades:

1. B+
dR es un anillo de valuación discreta con ideal maximal JKB+

dR,K y su
campo de residuos es isomorfo a Cp como representaciones de Galois.

2. Si ξ es el elemento generador de JK , entonces t := log[ϵ] es un
uniformizador de B+

dR.

3. La acción de GK satisface para t que:

g ∗ t = χ(t)t, g ∈ GK .

Proposición 1.4.4. Existe un encaje GK-equivariante de cl(K) → B+
dR,K y se

cumple además que:
(B+

dR,K)GK = K.

Como dato adicional construimos la siguiente filtración en B+
dR, usando el

uniformizador t de la proposición anterior, sea:

In := tnB+
dR, n > 0, I0 = B+

dR.
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1.4. Anillos de periodos p-ádicos.

Entonces de la proposición anterior, se tiene la siguiente sucesión exacta GK-
equivariante:

0 In+1 In Cp(n) 0.

Entonces si denotamos Bn := B+
dR/I

n tenemos la siguiente sucesión exacta
GK-equivariante:

0 Cp(n) Bn+1 Bn 0.ψn

Aqui ψn es la proyección canónica.

Las topologías de B+
dR . Notemos que B+

dR tiene dos topologías:

1. La que se induce de la valuación en donde t es el uniformizador.

2. La topología canónica, en donde es la topología del límite inverso
Ainf,K/J

n
K , en donde a Ainf se le considera su topología canónica. A

efectos prácticos, se considera la topología canónica como la topología
principal al menos que se indique lo contrario.
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CAPÍTULO 2

Correspondencia de Galois para
B+

dR

2.1. Motivación.

Del capítulo anterior, si consideramos Qp ⊆ L ⊆ Qalgp una extensión
algebraica, entonces se tiene que:

1. L es denso en (Cp)GL .

2. La correspondencia de Galois establece una biyección entre los subgrupos
cerrados de G y los subcampos completos de Cp.

Por otro lado, tenemos que Qalgp es denso en B+
dR y como Qalgp ∩ I = (0) en

donde I = JB+
dR, usando el diagrama conmutativo:

Qp B+
dR Cp

B1

θ∗

p1

Entonces Qalgp es denso en Bn para toda n ∈ N. Una pregunta es si la
correspondencia de Galois en B+

dR y Bn establece una biyección entre los
subgrupos cerrados de G y los subcampos completos. Dado que dichas acciones
de Galois se construyen de manera natural desde la acción en Cp, lo primero que
debemos investigar es ¿Cuándo pasa que L sea denso en (B+

dR)GL? En general
esto no cumple para toda L, sin embargo podemos dar una caracterización para
aquellas extensiones de campos de forma Qurp ⊆ L (en donde Qurp es la máxima
extensión no ramificada) que si lo sean, dicha caracterización depende de que
la extensión sea profundamente ramificada o no, en las siguientes secciones se
hablará acerca de ello.

2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones
profundamente ramificadas.

Para empezar a resolver el problema principal, usaremos las diferenciales para
poder caracterizar las extensiones profundamente ramificadas. Sea ρ : Ainf →
B+
dR el morfismo canónico, I+ := I ∩ Ainf y denotamos Akinf := Ainf/I

k+1
+ .
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2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones profundamente ramificadas.

Por otro lado consideremos K = Qurp la máxima extensión no ramificada de Qp
vamos a definir la siguiente sucesión de subanillos O(n)

K
de OK recursivamente

como sigue, primero O
(0)
K

:= OK , luego consideremos OK ⊗O
K

ΩO
K
|OK

que
es naturalmente isomorfo al módulo de diferenciales ΩO

K
|OK

y sea d : OK →
ΩO

K
|OK

la diferencial canónica, definamos O(1) := ker d, es un OK-submódulo
de OK , que es un subanillo e ideal de OK tal que OK ⊆ O(1) ⊆ OK por
propiedades de d. Ahora usando la propiedad universal del módulo de las
diferenciales, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de O(1)-módulos:

O(1) OK

ΩO(1)|OK
ΩO

K
|OK

i

d′
d

j

construimos el morfismo de O(1)-módulos I : OK ⊗O(1) ΩO(1)|OK
→ ΩO

K
|OK

como la composición:

OK ⊗O(1) ΩO(1)|OK
OK ⊗O

K
ΩO

K
|OK

ΩO
K
|OK

Id
K
⊗j h(f⊗da)=fda

.

Notemos que si a ∈ O(1) entonces da = 1 ∗ da = 1(IdK ⊗ j)(1 ⊗ da), esto
significa que im(d ◦ i) ⊆ im(I), entonces existe un único homomorfismo d(1) de
O(1)-módulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

OK ΩO
K
|OK

O(1) OK ⊗O(1) ΩO
K
|OK

d

i

d(1)

I

Luego construimos O(2) := ker d(1), siguiendo el procedimiento anterior,
construimos un único homomorfismo d(2) de O(2)-módulos tal que el siguiente
diagrama conmuta:

O(1) OK ⊗O(1) ΩO(1)|OK

O(2) OK ⊗O(2) ΩO(2)|OK

d(1)

i

d(2)

Id
K
⊗j(1)

Recursivamente construimos la sucesión descendente O(n) de subanillos de OK y
además denotemos Ω(k) := OK⊗O(k−1) ΩO(k−1)|OK

, entonces se tiene la siguiente
propiedad importante.

Proposición 2.2.1. Considerando la notación anterior, las siguientes afirma-
ciones son válidas:

1. Para toda k ∈ N, se cumple que O(k) = K ∩ (Ainf + Ik+1), además la
inclusión O(k) → Ainf + Ik+1 induce un isomorfismo:

Akinf/p
nAkinf

∼= O(k)/pnO(k)
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2.2. Diferenciales, el diferente y extensiones profundamente ramificadas.

2. d(k) son sobreyectivas.

3. Si denotamos A(n)
inf el límite proyectivo del sistema Akinf/pnAkinf entonces:

A
(n)
inf

∼= ĺım
i
O(n)/piO(n)

además se cumple que Bn+1 ∼= A(n) ⊗Zp Qp.

4. Ω(n) es un OK-módulo p-divisible y de p-torsión

Caracterización de las extensiones profundas. Tomemos a ∈ OK y sea
K ⊆ F una extensión finita tal que:

1. a ∈ F .

2. Existe π ∈ F un uniformizador y f ∈ OK [x] tal que a = f(π)

Definimos:
δ(a) := mı́n

(
ν(f ′(π)/∆F |K), 0

)
se puede ver que δ sólo depende de a, y define entonces una función δ : OK →
[0,∞) tal que:

1. δ(a+ b) ≥ mı́n(δ(a), δ(b)). La igualdad se obtiene cuando δ(a) ̸= δ(b).

2. δ(ab) ≥ mı́n(δ(a) + ν(b), δ(b) + ν(a)).

3. Si f ∈ OK [x] y a ∈ OK entonces δ(f(θ)) = mı́n(ν(f ′(a)) + δ(a), 0).

4. Si x, y ∈ OK entonces xdy = 0 si y sólo si ν(x) + δ(y) ≥ 0.

5. Si a ∈ OK , entonces δ(a) = 0 si y sólo si a ∈ O(1).

6. Si definimos una función δ : ΩO
K
|OK

→ (−∞, 0], como sigue δ(adb) =
mı́n(ν(a) + δ(b), 0), satisface que satisface el diagrama conmutativo:

OK ΩO
K
|OK

I
δ

d

−δ

Tambien definimos w : K → [0,∞) como sigue w(a) = sup{m ∈ Z| a ∈ pmO(1)},
esta función cumple:

1. w es una valuación discreta en K cuyo anillo de enteros es OK .

2. Para toda a ∈ K se tiene que ν(a) ≥ w(a).

3. Si a ∈ OK −O(1) entonces w(a) = [δ(a)].
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2.3. Grupos de cohomología Hi(GL,Cp(n)).

Usando las propiedades anteriores tenemos que la completación de K con
respecto a la valuación w es B2 y si denotamos OB a la completación de
(OK , w|O

K
) entonces usando que d : OK → ΩK|K es continuo con respecto a la

topología w en OK y la topología discreta en ΩO
K
|OK

entonces se extiende de
manera única a una función OK-lineal tal que el diagrama conmuta:

OB ΩO
K
|OK

OK

d

d
.

Considerando lo anterior, podemos construir una acción de GK como sigue:

∀σ ∈ GK , ∀a, b ∈ OK , σ ∗ (adb) := σ(a)d(σ(b)).

Esta es una acción semilineal y continua de GK sobre ΩO
K
|OK

. Ahora
usando (1.2.6), (1.3.2) y las construcciones anteriores se tiene las siguientes
caracterizaciones para extensiones profundamente ramificadas:

Teorema 2.2.2. Sea L una extensión algebraica de K, entonces son equivalentes:

1. L es profundamente ramificada.

2. δ(OL) es no acotado.

3. ΩOL|OK
es no cero y p-divisible.

4. Para cada extensión algebraica L ⊆ F se tiene ΩOF |OL
= 0.

5. Para cada extensión algebraica L ⊆ F se tiene ΩOF |OK
= OF · ΩOL|OK

.

6. Si J := ker θ : B2 → Cp entonces d(JGL) = ΩOL|OK
.

2.3. Grupos de cohomología H i(GL,Cp(n)).

Sabemos que Cp tiene una representación continua de GK entonces la
torcedura de Tate Cp(n) es un Cp-vectorial de dimensión 1 con la acción natural
definido por la n-ésima potencia del carácter ciclotómico χn.

Teorema 2.3.1. Ax-Sen. Sea K ⊆ L una extensión.

1. Si L es profundamente ramificado entonces:

a) (Cp(n))GL es un L̂-espacio vectorial de dimensión 1.
b) Hk(GL,Cp) = 0 para toda k > 1.

2. Si L no es profundamente ramificado.

a) (Cp)GL y (Cp(n))GL = 0 para toda n ̸= 0.

b) H1(GL,Cp) es un L̂-espacio vectorial de dimensión 1.
c) H1(GL,Cp(n)) = 0 para toda n ̸= 0.
d) Hk(GL,Cp(n)) = 0 para toda k > 1 y toda n.
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2.3. Grupos de cohomología Hi(GL,Cp(n)).

Luego para cada n > 1 definimos wn : K → Z ∪ {∞} como sigue
wn(a) = sup{m ∈ Z| a ∈ pmO(n−1)}. De hecho se puede ver que w2 = w
y además tienen propiedades similares:

1. (K,wn) es una valuación discreta cuyo anillo de enteros es O(n−1).

2. Para toda n ≥ 3 y a ∈ K se tiene que ν(a) ≥ wn−1(a) ≥ wn(a).

3. Para toda n ≥ 2 la completación de (K,wn) es Bn.

Teorema 2.3.2. Sea K ⊆ L una extensión algebraica.

1. Si L es profundamente ramificada, entonces Hk(GL, Bn) =
HK(GL, B+

dR) = 0 para toda n ≥ 2 y toda i ≥ 1.

2. Si no es profundamente ramificada, entonces de los morfismos canónicos
Bn → Cp y B+

dR → Cp se inducen los isomorfismos:

Hk(GL, Bn) ∼= Hk(GL,Cp) ∼= Hk(GL, B+
dR)

para toda k ≥ 1 y toda n ≥ 2.

Caso de extensiones que no son profundamente ramificadas. Considere-
mos la siguiente sucesión exacta:

0 Cp(n) Bn+1 Bn 0,ψn

induce la sucesión exacta larga de cohomología para cada extensión algebraica
K ⊆ L.

0 Cp(n)GL BGL
n+1 BGL

n H1(GL,Cp(n)) H1(GL, Bn+1) · · ·

Si usamos que de la acción de GL en Cp se tiene que CGL
p = L̂ entonces

obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.3.3. Si K ⊆ L es una extensión que no es profundamente
ramificada entonces:

1. Para toda n ≥ 1, BGL
n = L̂.

2. Para toda n ≥ 2 las completaciones de L en Cp y en Bn coinciden.

Luego para completar el estudio para el caso de extensiones que no son
profundamente ramificadas, usando (1.1.5) tenemos:

Proposición 2.3.4. Si K ⊆ L es una extensión que no es profundamente
ramificado entonces (B+

dR)GL = L̂.
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2.4. Extensiones profundamente ramificadas en varios niveles.

2.4. Extensiones profundamente ramificadas en varios
niveles.

Para el caso cuando K ⊆ L es una extensión profundamente ramificada,
se tiene en general que si denotamos L̂n la completación en Bn y L̂∞ la
completación en B+

dR entonces:

L̂n ⊆ (Bn)GL , L̂∞ ⊆ (B+
dR)GL

Teorema 2.4.1. Para una extensión K ⊆ L profundamente ramificada son
equivalentes:

1. L es denso en (B+
dR)GL .

2. L es denso en BGL
n para toda n ∈ N.

Con esto solo resta clasificar las extensiones profundamente ramificadas
que satisfacen la densidad en algún nivel o todos, para ello extenderemos la
clasificación de extensiones profundamente ramificadas usando las propiedades
de (K,wn). Como notación adicional denotamos Jn al kernel de ϕn : Bn → Bn−1,
entonces tenemos:

Teorema 2.4.2. Son equivalentes para una extensión algebraica K ⊆ L:

1. L es profundamente ramificada.

2. JGL
n ̸= 0 para toda n ≥ 2.

3. BGL
n contiene un generador del ideal maximal de Bn para toda n ≥ 2.

4. (B+
dR)GL contiene un generador del ideal maximal de B+

dR.

Definición 2.4.3. Sea K ⊆ L una extensión profundamente ramificada y n ≥ 2.
Decimos que:

1. L es profundamente ramificado de nivel n si Ω(n−1)(L|K) no es anulado
por una potencia finita de p.

2. L es una extensión De Rham de nivel n si H(n−1)
dR (L|K) = 0, en donde

H
(n)
dR := Ω(n)(L|K)/dn(O(n−1)

L ).

Proposición 2.4.4. Si L es una extensión profundamente ramificada y n ≥ 2
entonces son equivalentes:

1. L es profundamente ramificado y de De Rham de nivel n.

2. Jn ∩ L̂n ̸= 0.

3. Jn ∩ L̂n = JGL
n .

Proposición 2.4.5. Si L es una extensión profundamente ramificada y n ≥ 2
entonces son equivalentes:

1. BGL
n = L̂n.
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2.5. Clasificaciones.

2. L̂n contiene un generador del ideal maximal de Bn.

Además son equivalentes:

1. (B+
dR)GL = L̂∞.

2. L̂∞ contiene un uniformizador de B+
dR.

2.5. Clasificaciones.

Como compilación de todos los resultados anteriores se tiene el siguiente
teorema que caracteriza las extensiones profundamente ramificadas que son
densos.

Teorema 2.5.1. Si L es una extensión profundamente ramificada, entonces las
siguientes afirmaciones son válidas:

1. Son equivalentes para una n ≥ 2 fija.

a) L es denso en BGL
m para toda m ≤ n.

b) L es profundamente ramificado y de Rham de nivel m para m ≤ n.
c) La completación de L en Bn contiene un uniformizador de Bn.

2. Son equivalentes:

a) L es denso en (B+
dR)GL .

b) L es profundamente ramificado y de Rham en todos los niveles.
c) La completación de L en B+

dR contiene un uniformizador.
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APÉNDICE A

Conexiones de Galois

Definición A.0.1. Sea P un COPO, una función c : P → P es llamado operador
de clausura si satisface:

1. Monótona: c(p) ≤ c(q) siempre y cuando p ≤ q.

2. Extensiva: Para toda p ∈ P , p ≤ c(p).

3. Idempotente: Para toda p ∈ P , c(c(p)) = p.

Además, decimos que un elemento p ∈ P es c-cerrado si p = c(p), y denotamos
Clc(P ) como el conjunto de todos los c-cerrados.

Algunas observaciones directas de la definición son las siguientes:

1. Si P tiene elemento máximo, llámese 1, entonces 1 es un c-cerrado.

2. Si P es una retícula completa, entonces Clc(P ) es una
∧

-subretícula
completa, convirtiendo a Clc(P ) en una retícula completa en donde el
supremo de un subconjunto A ⊆ P queda dado como:∨

c

A :=
∧

{a ∈ Clc(P )| x ≤ a, ∀x ∈ A}.

En general para una retícula completa se tiene una correspondencia uno a uno
entre los operadores de clausura y las

∧
-subretículas completas. Sea L una

retícula completa, denotamos Sys(L) la familia de las
∧

-subretículas completas
(también llamados sistemas de clausura o cerradura)dotado del orden ⊆ y
también denotamos Cl(L) como el conjunto de los operadores de clausura, y el
orden de funciones, definido como sigue, dados c, c′ ∈ Cl(L):

c ≤ c′ si ∀x ∈ L, c(x) ≤ c′(x).

Proposición A.0.2. Los conjuntos ordenados Sys(L) y Cl(L) son anti-
isomorfos.

Demostración. Definamos ( ) : Sys(L) → Cl(L) como sigue, dado Q ∈ Sys(L)
definimos el operador ( )Q : L → L, tal que para cada a ∈ L:

(a)Q :=
∧

{c ∈ Q| a ≤ c}.
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Esta función está bien definida, pues el conjunto {c ∈ Q|a ≤ c} no es vacío, ya
que como L es retícula completa entonces tiene un elemento máximo 1 y este
pertenece al conjunto. Además, esta función cumple:

1. (a)Q ∈ C.

2. (a)Q = a sí y sólo si a ∈ Q.

3. a ≤ (a)Q.

4. Si a ≤ b entonces a ≤ (b)Q, obteniendo que (b)Q ∈ {c ∈ Q|a ≤ c},
entonces (a)Q ≤ (b)Q.

5. ((a)Q)
Q

= (a)Q para toda a ∈ L.

Mostrando que ( )Q es un operador de clausura cuyo conjunto de puntos
cerrados son Q. Ahora definamos la función cl : Cl(L) → Sys(L) como sigue,
para cada operador de clausura c, cl(c) := Clc(L) que claramente está en
Sys(L). De las observaciones anteriores tenemos que para toda Q ∈ Sys(L)
se cumple cl ◦ ( )(Q) = Q. Luego si c : L → c es un operador de clausura,
denotamos H := Clc(L), veamos que ( )H = c, primero fijemos a ∈ L y sea
b :=

∧
{c ∈ H| a ≤ c}, como c es extensiva se tiene b ≤ c(a), por otro lado

tenemos que a ≤ b entonces c(a) ≤ c(b) = b concluyendo c(a) = b = (a)H ,
mostrando que ( ) ◦ cl(c) = c para todo operador de clausura c. Con lo anterior
obtenemos la correspondencia uno a uno entre Sys(L) y Cl(L). Veamos que
esta correspondencia es un anti-isomorfismo.
Consideremos c ≤ c′ en Cl(L), tomemos p ∈ Clc′(L) entonces c(p) ≤ c′(p) = p,
pero además como p ≤ c(p) entonces p = c(p) es decir p ∈ Clc(L) obteniendo
Cl(c′) ≤ cl(c).
Consideremos Q ⊆ Q′ entonces {c ∈ Q′| a ≤ c} ⊆ {c ∈ Q| a ≤ c} obteniendo
( )Q′ ≤ ( )Q completando la prueba. ■

Proposición A.0.3. Sea c : L → L un operador de clausura, entonces para cada
A ⊆ L se cumple: ∨

c

A = c
(∨

A
)
.

Definición A.0.4. Sean P y Q dos COPOs, una conexión de Galois de (P,Q)
es una pareja de funciones (ϕ : P → Q,ψ : Q → P ) tal que:

1. ϕ, ψ son funciones decrecientes.

2. Para cada x ∈ P , y ∈ Q se cumple que:

y ≤Q ϕ(x) ⇔ x ≤P ψ(y).

Proposición A.0.5. Si (ϕ, ψ) forman una conexión de Galois para los COPOs
(P,Q) entonces las funciones ψϕ : P → P y ϕψ : Q → Q son operadores de
clausura, tal que:

1. ϕ(P ) = Clϕψ(Q).

2. ψ(Q) = Clψϕ(P ).
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3. Existe un anti-isomorfismo Clϕψ(Q) ∼= Clψϕ(P ).

Para una demostración, véase ([Rom08], Teorema 3.16).
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