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1. Introducciéon

Uno de los principios fundamentales que aparecen en el estudio de las ecuaciones diofénticas
es el principio local-global, segiin el cual, bajo determinadas condiciones, la existencia de
soluciones en todos los completamientos locales de un campo deberia garantizar la existencia
de una solucién global. Esta idea establece una conexién particularmente profunda entre la
aritmética local y la aritmética global, y constituye una herramienta poderosa para decidir la
existencia de soluciones racionales.

Sin embargo, esta propiedad no es universal. Aunque el principio local-global funciona para
importantes clases de ecuaciones, existen curvas para las cuales una ecuacién admite puntos
sobre todos los campos locales correspondientes y, sin embargo, no posee ningtin punto racional.
El ejemplo cldsico de Selmer muestra precisamente este fenémeno y pone de manifiesto que la
informacién local, por si sola, no siempre es suficiente para recuperar la informacién global.

Esta situacién motiva la bisqueda de herramientas que permitan estudiar y medir el fallo
del principio local-global. En particular, para curvas elipticas y, mds generalmente, para curvas
mediante sus jacobianos, aparecen de manera natural los grupos de Selmer y el grupo de Tate—
Shafarevich. Estos objetos permiten organizar la informacién proveniente de los puntos locales
y compararla con la informacién global, proporcionando asi un marco algebraico para entender
por qué puede existir una obstruccién a la existencia de puntos racionales.

El objetivo de este trabajo es estudiar este fendmeno partiendo del principio local-global y
de su fallo. Para ello, se introducen primero las herramientas necesarias de teoria de niimeros
y geometria algebraica, incluyendo los ntimeros p-adicos, el lema de Hensel y los divisores
sobre una curva. Posteriormente, se estudia el ejemplo de Selmer como un contraejemplo al
principio local-global y, finalmente, se introducen los grupos de Selmer y de Tate-Shafarevich
como herramientas destinadas a describir y estudiar sistemdticamente estas obstrucciones.

2. Herramientas sobre Geometria Algebraica y Geometria Arimética

2.1. Preliminares de geometria algebraica

2.1.1. El espectro de un anillo

Definicién 2.1 — Espectro primo. Sea A un anillo conmutativo. El espectro primo de A se define
como el conjunto
Spec(A) = {p € A : p es un ideal primo}.

Los elementos de Spec(A) se denominan los puntos del espectro de A.

El conjunto Spec(A) se dota de una estructura topolégica mediante la topologia de Zariski.

Definicion 2.2 — Topologia de Zariski. Sea A un anillo conmutativo. Para cada ideal I C A
definimos
V(I) = {p € Spec(A) : I C p}.

Los conjuntos V(I) forman los conjuntos cerrados de una topologia sobre Spec(A), denomi-
nada la topologia de Zariski.

Esta topologia permite dotar al conjunto de ideales primos de una estructura geométrica.



Por ejemplo, para ideales I, ] C A se tiene

vipuv()=vj) y vHnv(Q)=VI+]).

= Ejemplo 2.1 Consideremos ahora el caso de un anillo de polinomios. Sea K un campo

algebraicamente cerrado y tomemos
A = K|x].

Los ideales maximales de K[x] son de la forma
(x —a), a € K.

Por tanto, los puntos cerrados de Spec(K[x]) pueden identificarse con los elementos de K.
Sin embargo, también tenemos el ideal primo (0), que no es maximal. Asf,

Spec(K[x]) ={(0)} U{(x —a) :a € K}.

De manera anéloga, si
A= K[xl, e ,xn],

los ideales maximales
n
(X]—ﬂl,...,xn_ﬂn), (all---/al/l)EK/

corresponden a los puntos de K". .

2.1.2. Esquemas

Para convertir Spec(A) en un objeto geométrico no basta considerar tinicamente su estructura
topoldgica. Es necesario dotarlo de un haz de anillos.

Definicién 2.3 — Esquema afin. Sea A un anillo conmutativo. El esquema afin asociado a A es
el espacio localmente anillado

Spec(4) = (Spec(4), Ospectsy)
donde Ospec(a) es el haz estructural de Spec(A).

Asi, cuando escribimos Spec(A), entenderemos no solamente el conjunto de ideales primos,
sino el esquema afin formado por dicho espacio junto con su haz estructural.
Los esquemas generales se obtienen pegando localmente esquemas afines.

Definicién 2.4 — Esquema. Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) tal que
para todo punto x € X existe un entorno abierto U C X y un anillo conmutativo A para los
cuales

(U, Oxlu) = (Spec(A), Ospecta)

como espacios localmente anillados.

En particular, todo esquema afin es un esquema. La importancia de esta definiciéon radica
en que permite estudiar objetos geométricos localmente mediante anillos.



= Ejemplo 2.2 Si K es un campo y f € K[x, y], podemos considerar el anillo

A = Klx, y1/(f)-

El esquema afin

Spec (K[x, y1/(f))

corresponde a la ecuacion
f(x,y)=0.

Si K es algebraicamente cerrado, los puntos cerrados de este esquema corresponden a los
puntos de la curva afin definida por f. En particular, si

(a,b) € K?

satisface
fla,b)=0,

el punto correspondiente estd dado por el ideal maximal

(x —a,y =b)/(f).

2.1.3. Morfismos de esquemas

Para relacionar esquemas necesitamos una nocién de morfismo que sea compatible tanto
con su estructura topolégica como con su estructura de anillos.

Definicién 2.5 — Morfismo de esquemas. Sean (X,Ox) y (Y, Oy) esquemas. Un morfismo de
esquemas
f:X—Y

es un morfismo de espacios localmente anillados. Esto consiste en una aplicaciéon continua
f:X—Y
junto con un morfismo de haces de anillos
f#.0y — f0x.

En el caso de esquemas afines, esta definicion tiene una descripcién algebraica particular-
mente sencilla.

Teorema 2.1 Sean A y B anillos conmutativos. Existe una correspondencia biyectiva natural
Homgeh (Spec(A), Spec(B)) = Homging(B, A).

Es decir, un homomorfismo de anillos

p:B— A



induce un tnico morfismo de esquemas
Spec(A) — Spec(B)
P @ (p)

La preimagen de un ideal primo mediante un homomorfismo de anillos es nuevamente un
ideal primo, por lo que esta aplicacion esta bien definida.
Observamos que la direccién del morfismo de esquemas es opuesta a la direccién del

homomorfismo de anillos:

B KN A

Spec(A) — Spec(B).

Esta inversion de la direccion se expresa diciendo que el funtor espectro es contravariante:
Spec : Ring®? — Sch.
Por ejemplo, consideremos el homomorfismo de K-élgebras
¢ : K[x] — K[x, y], X —> X.
Este homomorfismo induce un morfismo de esquemas
Spec(K[x, y]) — Spec(K[x]).
Si K es algebraicamente cerrado, sobre los puntos cerrados podemos identificar este morfismo

con la proyeccién
K> — K, (a,b) — a.

2.1.4. Curvas algebraicas

Definicién 2.6 — Curva algebraica. Sea K un campo. Una curva algebraica sobre K es un esque-
ma C de tipo finito sobre K cuya dimensién es 1.

En el caso afin, si
C = Spec(A),

decimos que C es una curva afin cuando A es una K-algebra de tipo finito y
dim(A) = 1.
Por ejemplo, si f € K[x, y] es un polinomio no constante e irreducible, podemos considerar
C = Spec (K[x, y1/(f)) -
Bajo las condiciones apropiadas, este esquema corresponde a la curva afin definida por
flx,y) =0.

Una curva puede ser también proyectiva. En este caso, la curva se obtiene como un esquema
cerrado de un espacio proyectivo P}. Si estd dada por ecuaciones homogéneas

filXo, ..., Xn) == £(Xo,...,Xu) =0,



decimos que dichas ecuaciones definen una curva proyectiva.

Cuando K es un campo algebraicamente cerrado, los puntos cerrados de una curva afin
pueden identificarse con las soluciones de sus ecuaciones en K. Sin embargo, trabajar con
esquemas permite considerar también puntos definidos sobre extensiones de K y conservar
informacion algebraica que no aparece tnicamente al considerar los puntos clésicos.

En particular, si C es una curva sobre K y L/K es una extensiéon de campos, podemos
considerar sus puntos definidos sobre L:

C(L) = Homg.sch (Spec(L), C) .
Cuando L = K, obtenemos el conjunto de puntos K-racionales

C(K).

2.1.5. Divisores y divisores principales
Sea C una curva algebraica suave sobre un campo K. Un divisor permite registrar formal-

mente los puntos de la curva junto con multiplicidades enteras.

Definicion 2.7 — Divisor. Un divisor sobre C es una combinaciéon formal finita

D= anp,

PeC

donde np € Z y solamente un ntimero finito de los coeficientes np son distintos de cero.
El conjunto de todos los divisores sobre C, con la suma término a término, forma un
grupo abeliano que denotamos por

Div(C).
El grado de un divisor se define como
deg(D) = Z np.
PeC

En particular, los divisores de grado cero forman el subgrupo
Div’(C) := {D € Div(C) : deg(D) = 0}.

Para relacionar divisores con funciones racionales, consideremos el cuerpo de funciones
racionales K(C) dela curva C. Para cada punto P € C y cada funcién racionalnonula f € K(C)*,
se define el orden de f en P, denotado por

ordp(f).

Este entero mide el orden de anulacién o de polo de f en P. Si ordp(f) > 0, entonces P es un
cero de f de orden ordp(f), mientras que si ordp(f) < 0, se tiene que P es un polo de orden

—ordp(f).



Definicién 2.8 — Divisor principal. Sea f € K(C)*. El divisor principal asociado a f es el divisor

div(f) = Z ordp(f)P.

PeC

Los divisores que pueden escribirse de esta forma se denominan divisores principales.

Los divisores principales forman un subgrupo de Div(C), que denotamos por
Prin(C).
Si C es una curva proyectivay f € K(C)*, se tiene la propiedad fundamental
deg(div(f)) = 0.

Es decir, en una curva proyectiva, una funcién racional tiene el mismo ntimero total de ceros

y polos, contando sus multiplicidades.

Definicién 2.9 — Equivalencia lineal. Dos divisores D1, D, € Div(C) son linealmente equivalen-
tes, y escribimos
Dy ~ Ds,

si existe una funcién racional no nula f € K(C)* tal que
D1 - Dz = le(f)
El cociente por los divisores principales conduce al grupo de Picard.

Definicién 2.10 — Grupo de Picard. El grupo de Picard de C se define como

_ Div(C)
~ Prin(C)’

Pic(C)
El subgrupo formado por las clases de divisores de grado cero se denota por

Pic(C).

2.1.6. Funtores representables

Sea X un esquema. Para cada anillo conmutativo R, consideramos el conjunto de morfismos
X(R) = Homgh (Spec(R), X) .

Este conjunto se denomina el conjunto de R-puntos de X. La construccion es functorial en

R, pues todo homomorfismo de anillos

R— S

induce, por contravarianza del espectro, un morfismo

Spec(S) — Spec(R).



Por composicién obtenemos una aplicacién
X(R) — X(9).
De esta manera, cada esquema X determina un funtor
hx : Ring — Set,

dado por
hx(R) = Homse (Spec(R), X) .

Definicién 2.11 — Funtor representable. Sea
F : Ring — Set

un funtor. Decimos que F es representable si existe un esquema X y un isomorfismo natural
de funtores
F=h X.

En este caso, decimos que X representa al funtor F.
Un ejemplo sencillo se obtiene considerando el anillo
A=7/37Z

y el esquema afin
X =Spec(Z/3Z7).

Para cualquier anillo conmutativo R, por la correspondencia entre morfismos de esquemas
afines y homomorfismos de anillos tenemos

X(R) = Homging (Z/3Z, R).

Un homomorfismo de anillos
¢:2/3Z — R

debe satisfacer (p(T) = 1R y, por tanto,
0=¢3)=3"1x.
En consecuencia, existe un tinico homomorfismo de anillos
Z/3Z — R

si3 - 1g = 0, y no existe ninguno en caso contrario. Por tanto,

{+}, si3-1x=0,
X(R) =
@, si3-1g #0.

Asi, el esquema
Spec(Z/3Z)



representa el funtor
R+ Homging (Z/3Z,R).

2.2. Preliminares de geometria aritmética
2.2.1. Aritmética sobre los p-ddicos

En esta seccién fijemos p un nimero primo. Los nliimeros p-adicos surgen de la misma
necesidad de la existencia de los ntimeros reales, como la completacion de Q bajo una valor
absoluto.

Definicién 2.12 — Valor absoluto. Sea K un campo, un valor absoluto es una funcién |-| : K —
R* tal que satisface las siguientes propiedades para toda x, y € K:

1. |x| =0siysélosix =0.

2. xy] = /]y

3. |x+y| <Ix[+]yl.
Ademas decimos que el valor absoluto es no arquimediano si se cuample para cada x,y € K
que

y|}

|x + y| < max{|x|,

Definicién 2.13 — Norma n-adica. Sea n un entero positivo, definimos la norma n-adica como

sigue, para cada x € Z:
1

psup{mezZ*| x=n"h}

lxly ==

Proposicion 2.2 Las siquientes afirmaciones son vdlidas para la norma n-ddica:
1. |x|, =0siysélosix =0.
2. fxyl,, < Ixlu [y,
3. |x + y|n < max{|x|, , y|n}

Ademds la norma n-ddica es multiplicativa si y sélo si n = p es primo.

Demostracion. 1. Se tiene que |x|, = 0 siy solo si n”"|x para todo m > 1, y esto se cumple si y
solosix = 0.
2. Sean a = v,(x)y b = v,(y). Entonces x = n”u y y’v, con u y v no divisibles para n. Luego,

como xy = n**’yv, entonces v,(xy) > a + b. Se sigue que

1
eyl < 55 = Wl [y,

3. Con a y b como en el anterior literal, supongamos, sin pérdida de generalidad, que
a < b. Entonces n“|x y n®|y, por lo que n®|x + y. Se cumple entonces que v,(x +y) >
min{v,(x), v,(y)}, de lo que se sigue que |x + y|ﬂ < max{|x|, , y|n}.

4. Tomando u y v como arriba. Se tiene que |xy|, = |x|, y|n para todo x y y si y solo si n no
divide a uv para todo u y v no divisibles para 1, lo que se cumple si y solo si # es primo.

|

I Definicién 2.14 — Valor absoluto p-adico. Sea p un primo, definimos el valor absoluto p-adico



en Q como sigue:
‘n ‘ _nly
mlip ' |m|p

I Corolario 2.3 La funcion ||, definida sobre Q es un valor absoluto no arquimediano.

Demostracion. Como p es primo, entonces

noox
_+_
m-y

ny +mx
my |,

|ny + mx|p

p

jmyl,

max{ |ny

o Imal,}
|myl,
max{|n], |y
jml, |y,

Inly [yl 1ml, Ix1,

ax
iml, |yl Iml, y],

}

IA

i, lx,}

X

Yy

n
= max{‘— ,
m p p

= Ejemplo 2.3 Consideremos la sucesién s, := 1+ p + p? + --- + p"~!, notemos que se puede

escribir como
1-p"

1-p

sabemos que mcd(p, p — 1) = 1 eso implica que |p - 1|P = 1. Luego notemos

Sn

n

1
1-p

p

_‘ _ |pn|p _1/p1’l—
p_ 1-p )

p_|1_p|p_ 1

Sn — 1/p"

esto implica que

en (Q, |],). Esto se puede generalizar si estudiamos la sucesion

n

Pn = Zakpk, ae”Z
k=0

10



entonces

1 kk:
nglc}o OaP 1—gp

en (Q, |-|p). .

= Ejemplo 2.4 La interpretacién de la valuacién p-adica, en contraste con la valuacién eucli-
diana estandar, es del tipo aritmético. De hecho para todo x, y € Z € Q se cumple

1 n
|x—y| <— & x=y modp
P pt

obteniendo un puente entre técnicas del andlisis y técnicas de la aritmética. Por e]emplo
consideremos a € Z — {0, 1} un entero coprimo con p y definamos la sucesién s, := a?",
vamos a probar que esta sucesion es una sucesion de Cauchy. Observemos

|apn (aP”(P—l) — 1)|p

|apn |al7”(P—1) — 1|
14

|5n+1 - Snlp

Aqui entra en juego el teorema de Euler. Recordemos que la funcién indicatriz de Euler para
p"*les ¢p(p"t!) = p"(p — 1). Por el teorema de Euler (o elevando el Pequefio Teorema de
Fermat):

a®?" =1 (mod p"th

Sustituyendo el exponente, esto significa que a?" =) — 1 es divisible por p”*!. Por lo tanto,

su norma p-adica es:
|a?" (P~ — 1, < p~ D)

n . . , . .
Como |a?" |, = 1, la distancia entre términos consecutivos es:

—(n+1
|Sn+1 = sulp <p (r+1)
A medida que n — oo, la distancia tiende a 0. En valores absolutos no arquimedianos, que la
diferencia entre términos consecutivos tienda a cero es condicién necesaria y suficiente para
que la sucesién entera sea de Cauchy. .

= Ejemplo 2.5 — (Q, ||,) no es completo. Continuando con el ejemplo 2.4, tenemos que la su-
., n ., .,

cesion s, = a” es una sucesioén de Cauchy. Vamos a probar que esta sucesion no converge.

Supongamos por el contrario que si converge a un elemento L € Q, es decir

L= lm a*"
n—oo
Si elevamos el limite a la potencia p:
n P n+1
U’:(hma”) =lma? =L
n—oo n—ooo

11



Obtenemos la ecuaciéon LP = L, o equivalentemente:
L(LF'-1)=0
Como asumimos que p 1 4, sabemos que L # 0. Por lo tanto, el limite debe satisfacer:
Lrt=1

Esto significa que el limite L debe ser una raiz (p — 1)-ésima de la unidad. Pero, las tnicas
raices de la unidad que existen dentro del campo de los nimeros racionales Q son 1y —1.
Si eliges un primo p > 3 y un entero a tal que a # 1 (mod p) y a # —1 (mod p), la sucesién
intentard converger a una raiz de la unidad que no existe en Q. .

Del ejemplo anterior, necesitamos una nocién de completacién de campos.

Teorema 2.4 — Completacion de campos. Sea (K, |-|) un campo valuado. Entonces existe un campo
valuado completo (K, ||) y un morfismo de campos contractivo

ji (K ) — (K, )

tal que, para cualquier campo valuado completo (L, |-|;) y cualquier morfismo de campos contractivo
fi (K, |-)) — (L, |"|), existe un tinico morfismo de campos continuo f: (K,||) — (L, |-|,) que
hace conmutar el siguiente diagrama:

—~

&) —— &)

X« ia!f

(L, )
es decir, f = ]?o]'.
Ademds, j es una isometria (cumple que | j(x)| = |x| para todo x € K) y su imagen j(K) es
topolégicamente densa en K.
Demostracién. La norma induce una métrica d: K> — R dada por d(x, y) = |x - | Como

todo espacio métrico posee una completacion, entonces existe un espacio (K, d) y una isometria
j: K — K cuya imagen es densa en K. Una construccién concreta del espacio (K d) consiste
en tomar las series de Cauchy en K e identificarlas si su diferencia converge a 0. La isometria
(y por tanto funcién Contractiva) j es dada por j(a) = [(a,a,a,---)], con a € K. La métrica des
inducida por la valuacién | |: K — R*, dada por |M| = hmn_m |25 -

Hay que demostrar que K es en efecto un campo y que | | es un valor absoluto. Veamos
primero que podemos extender las operaciones de K a K.
Sean a = [(a,)], B = [(b,)] elementos de K, definimos su suma y su producto como

a+p=[(a,+by)] ap=[(anby)]

Hay que demostrar que estas operaciones no dependen de los representantes. Si (a,) ~ (a;,) y

12



(by) ~ (by,), por la desigualdad triangular tenemos que

|(an +by) — (‘1;,4 + b;z)l

l(an — a;z) + (b — b;z)l
|an _a;1| +1by —b,’1| —0

IA

Por lo que ambas sucesiones representan al mismo elemento. Nétese que para la suma, el
elemento neutro 0 consiste en la clase de las sucesiones de Cauchy en K que convergen a 0. La
existencia de inversos, la asociatividad y la conmutatividad de la suma se obtienen directo de
las propiedades de la suma en K.

Para el producto, dado a la desigualdad triangular y a que las sucesiones de Cauchy son
acotadas, se tiene que

[(anbyn) — (a;zb;”

|an(bn - b;z) + b;z(an - a;)l

< lanllbn = byl + byl lan — ap| — 0

A

Por lo que el producto esta bien definido. La conmutatividad del producto se obtiene directa-
mente de la conmutatividad en K. Hace falta demostrar la existencia de inversos multiplicativos.
Sia =[(a,)] # 0, entonces

lim |a,| > 0.

n—oo

Existe entonces ¢ > 0 y N entero positivo tal que |a,| > ¢ para n > N (lo cual asegura la
existencia de a;;! para n > N). Definimos la secuencia (a;,) como a,, = 0sin < Ny a), = a,' si
n > N. Notese que paran,m > N

|(@m = an)(@nam)™|

|am — ayl |(anam)_l|
-1

|am — an||(anan)|

< am —an|c2

|a," — ay,'|

Por lo tanto (a;,) es una secuencia de Cauchy. Es facil ver que y = [(a;,)] corresponde al inverso
de a.

Ahora comprobemos que |-| cumple con las propiedades del valor absoluto. Sean x = [(x,)]
y ¥ = [(yn)] elementos de K, entonces

x|=0 & hm |x,|=0 & (x,) ~(0,0,0,--) & x =0.
n—00

También
|Xy| = ’}g}rgolxnyn|
= lim |x,| |]/n| = lm |x,|- Iim |]/n|
n—o0 n—oo n—-oo

= x| [y|
y

|x +y| = Im |xn + ]/n|

n—00
<

Im |x,| + Iim |yn|
n—00 n—00

= [x+]y].

13



Se obtiene asi que ﬂ es un valor absoluto.
Por ultimo, sea (L, |-|;) un campo valuado completo y sea f: (K, ||) — (L, |-|;) un homo-
morfismo de campos contractivo. Si x = [(x,)] € K, entonces

|f(x71) - f(xm)|L = |f(x71 - xTVZ)|L < |xn - xmlr

por lo que (f(x,)) es una secuencia de Cauchy en L, y como L es completo, entonces la secuencia
converge. Definimos

Fr(K ) — (L, o)
x — fx)=lm f(x)

Veamos que esta bien definido. Si (a,,) ~ (b,,) entonces

|f(an) - f(bn)|L = |f(an - bn)|L <lan = bn| — 0.

De lo que resulta que im0 f(a,) = im0 f(by), es decir f([(an)]) = f([(bn)]).
Demostramos que f es un homomorfismo de campos: dados x = [(x,)], ¥ = [(yx)] € K, se
tiene

Fr+y) = bm fGo+y,) = m f(x)+ m f(y,)
= f@+fw),

flay) = hm fays) = hm f(x)- hm f(y2)
f@FW).

fp) = F(i(10) = f(10) =11
Noétese que sia € K,

fli@) = f(l@,a,a,--)]) = bm f(a) = f(a),

es decir f = fo j.Six =[(xn)], v =[(yn)] € K, entonces

Fo-Fw|, = [m ree) - m fw)]
hm |f(xn) - f(yn)|L

Iim |xn yn|

n—00

EE

IA

Obteniéndose asi que f es contractiva, y como toda aplicacién contractiva es L1psch1tz en
particular es continua. Por la continuidad y como j(K) es denso en K, se concluye que f es
tnico. [ ]

I Proposicion 2.5 Sea (K, |:|) un campo valuado no arquimediano entonces su completacion (2.4)
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I (K, |1|) es no arquimediano.

Demostracion. Sean x = [(x,)] y v = [(yx)] elementos de K,

|x +y| =d(x+y,0) = hm |xn +yn|.
n—oo
Dado que |-| es no arquimediano, se tiene

b

|x + y| < nh_r)r;omaxﬂxnl /| Yn

luego, como la funcién max es continua en R2, se obtiene

vyl < max{lim o], i [y
= max{ZZ\(x, 0), E(y, 0)}
= max{|x|, /y\|}.
Se tiene asi que ﬂ es no arquimediano. .

Definicién 2.15 — Los numeros p-adicos. Sea p un primo, definimos el campo de los ntimeros

p-adicos (Qy, |1|,) como la completacion (2.4) de (@, [,).

Representacion de los niimeros p-adicos en potencias de p y su valuacién.

Proposicién 2.6 — Anillo de valoracién de una valoracién no arquimediana. Sea K un campo y sea
|-| una valoraciéon no arquimediana sobre K. Definimos

O={xeK: |x|<1}

P={xeK: |x|<1}.

Entonces O es un subanillo de K, mientras que P es un ideal de O. Ademis, P es un ideal maximal
de O y todo elemento de O \ P es invertible en O.

Demostracion. Para O subanillo de K, es claro que 0 y 1 pertenecen a O, por lo que basta
demostrar que O es cerrado bajo la suma y la multiplicacién.
Sean a,b € O, entonces |a|, |b] <1y luego

|la —b| < max{la[, |-b|} = max{|al, [b[} <1,

porlo quea —b € O. Ademas
lab| = lal|b] <1,

de modo que ab € O. Por tanto O es un subanillo de K.
Para ver que P es ideal de O, sean a € Ky x € O, entonces |a| < 1y |x| <1, de lo que se
obtiene que
lax| = |a||x| < 1.
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Por lo tanto P es un ideal de O.
Ahora, si que x € O \ P, entonces |x| = 1. Como K es campo, el inverso de x estd en K, es
decir que x~! € K. Nétese que
| x| |x_1| = |xx_1| =1=1,

por lo que |x‘1| = l| = 1. Entonces se tiene que x~! € O, es decir que todo elemento de O \ P es

X
una unidad de O.

Por tltimo, supongamos que I es un ideal de O que contiene propiamente a £, es decir

PcIcCO.

Six € I\ P, se tiene también que x € O \ P, por lo tanto x~! € O. Luego xx™! =1 € I, de lo que
se sigue que I = O. Por tanto, £ es un ideal maximal de O. [

Definicién 2.16 — Anillo de valoracién. Sea K un campo y sea |-| un valor absoluto no arqui-
mediano sobre k. El subanillo

O0=B(0,1)={xeK: |x|<1} Ck

se denomina el anillo de valoracion asociado a |-|.
El ideal
P =B0,1)={x€ek: |x| <1} cO

se denomina el ideal maximal del anillo de valoracién.
I Definicién 2.17 — Anillo local. Un anillo R se dice local si tiene un tnico ideal maximal.

I Lema 2.7 Todo anillo de valuacion es un anillo local.

Demostracién. Dados O y P como arriba, vamos a demostrar que # es el tinico ideal maximal
deO.

Ya vimos que los elementos de O \ # son invertibles. Si x € $, entonces |x| < 1, luego su
inverso (que vive en el campo K), debe satisfacer |x‘1| > 1. Por lo tanto x™' ¢ O y x no es una

unidad. Entonces se tiene que
O*={xek:|x|=1},

y consecuentemente

O\O*=P.

Ahora, si m es cualquier ideal maximal de O, como m no contiene unidades, entonces
mco\o0* =9,

pero como m es maximal, se debe cumplir que m = P. [ ]

Definicién 2.18 — Los enteros p-adicos. Sea (Qy,| - |,) el campo de los ntimeros p-adicos.
Definimos el anillo de los enteros p-addicos como

Zy, ={x €Qp:|x|, <1}.
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Notese que Z,, es el anillo de valoracién asociado a |-|p con respecto a Q).

Proposicién 2.8 El anillo Z, de los enteros p-ddicos es un anillo local cuyo tinico ideal maximal es
el ideal principal
pZy ={x € Zp : x|, <1}.

Ademds:
1. .
QQZP :Z(p):{EEQ:p{b}.

2. La inclusion Z — Z,, tiene imagen densa. Especificamente, dado x € Z, y n > 1, existe un
unico a € Z tal que
0<ac<p'"-1

|X - alp S p_n.

3. Paratodo x € Z,, existe una tinica secuencia de Cauchy (a,,) que converge a x y que satisface:
ma,€Zy0<a, <p" -1,
m para todon > 2,
ap = ay—1  (mod p”_l).

Demostracién. Como Z,, es un anillo de valoracién, entonces es un anillo local. Para determinar
el ideal maximal, observemos que si x € Z, satisface |x|p < 1, entonces, como la valuacién
p-adica solo toma valores de la forma p™", se tiene

el < ~
p =~ .
P
Como |p|p = %, obtenemos
X _ |x|p
p p |p|p
Por lo tanto, N
— €42y,
P
y asi
X €pZy.

Esto muestra que el ideal de valoracién esta contenido en pZ,. Como pZ, # Z, y el ideal de
valoracién es un ideal maximal, se concluye que

pZy ={x € Zy: |x|, <1}.

Para demostrar (i), veamos que Z,) es el anillo de valoracién de Q asociado a la valuacién
p-adica. Se tiene que

‘%‘ =p" = % = p”% conp ta’d'.
Entonces |%| <1lsiysolosin >0.Siay b sonreducidos, solo se requiere p 1 b.
Por tanto,

@mzpzz(p)z{%e@:pw}.
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Para (ii), sean x € Z, y n > 1. Como Q es denso en Q,, podemos escoger § € Q tal que
a
-—-| <p" <L
‘x b ‘p =P

Por la desigualdad triangular ultramétrica,

‘%‘p < max{|x|, , |x — %‘p} <1l
Por tanto, § € Z,), y en particular p 1 b. Luego, se tiene que p" { b, por lo que b es invertible
modulo p”. Existe entonces b’ € Z tal que

bb' =1 (mod p").

Por consiguiente,
E—ab'—a-l_bb,
b B b 7

y como p" | (1 -bb") y p 1 b, obtenemos

<p™.

‘% —ab’

p

Es claro que ab’” € Z. Por la desigualdad ultramétrica,

a
,|l= —ab’
i

|x —ab’|, Smax{x—% p}sr)—”.

Se tiene que ab’ es congruente médulo p” con un tnico entero a que satisface 0 < o < p" —1.
Luego
’ —n
lab” — al, <p™".

y por la desigualdad ultramétrica,
[x — al, < max{|x —ab’|,,|ab" —al,} <p™".

Finalmente, (iii) se obtiene directamente de (i7). Para cada n > 1, aplicamos (ii) con el mismo
elemento x y obtenemos un tinico entero a;, tal que

0<a,<p"-1 vy [x—an,<p™.

Entonces
|x - ai’l|p — 0/

por lo que o, — x.
Ademas, paran > 2,

lan — an-1l, < max{lay — x|, ,[x — an-1],} < p~ D,

y por tanto
ay = ay-1 (mod p”_l).

La unicidad se sigue de la unicidad de cada a, en (ii). [
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Corolario 2.9 Sea a € Z,. Entonces

aEZ;< = lal,=1 < a¢pZ,.

Demostracién. El resultado de obtiene directamente dado que Z, es un anillo local y que pZ,
es su tnico ideal maximal. [ ]

Lema de Hensel y factorizaciones.

2.2.2. El Principio de Hasse.

Una de las herramientas fundamentales de la teoria de los niimeros p-ddicos es el Lema
de Hensel. Este resultado permite levantar soluciones de congruencias médulo p a soluciones
exactas en el anillo de enteros p-adicos, desempefiando un papel analogo al método de Newton
en el andlisis real. Ademas, constituye la principal herramienta para factorizar polinomios sobre
Z, y construir soluciones locales de ecuaciones diofanticas.

Lema 2.10 — Lema de Hensel. Sea F(X) € Z,[X]. Supongamos que existe a1 € Z, tal que

F(a1)=0 (mod pZy,)

F'(a1) #0 (mod pZ,),

donde F'(X) es la derivada formal de F(X). Entonces existe un tinico a € Z,, tal que

a=ay (modpZ,) y F(a)=0.

Demostracion. Construiremos una sucesion de enteros p-ddicos
X1,02,...,Qy,...

tal que, para todo n > 1 se cumpla

1. F(ay) =0 (mod p"Zp),

2. apy1 = a, (mod p"Zy).
La segunda condicién implica que (a;) es una sucesién de Cauchy en Z, y como Z, es completo,
existe su limite a, el cual satisface F(a) = 0 por continuidad de los polinomios sobre Z,,ademas
que @ = a1 (mod pZ,) por construccién. Solo hace falta construir la sucesién. La existencia de
a1 es una de las hipétesis del lema. Supongamos ahora construido a;,. Buscamos

Ap+l = Ay + bnpn
para algtn by € Z,. Desarrollando F mediante la expansién de Taylor formal se obtiene
F(an +byp") = F(an) + F'(an)byp”  (mod p”“ZP).

Buscamos b, tal que
F(ay) + F'(ay)buyp” =0 (mod p"*'Z,)

Como F(a,) =0 (mod p"Z,), entonces F(a,) = xp" para algtn x. Se obtiene la ecuacion

xp" + F'(an)byp” =0 (mod p”“Zp),
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y luego de dividir para p"
x+F'(ay)b, =0 (mod pZ,).

Notese que por la construccion se tiene que a, = a1 (mod pZ,), por lo tanto
F'(ay) =F(a1) #0 (mod pZ,),

es decir que F’(a,) es una unidad de Z,, es decir es invertible. Podemos tomar entonces
b, = —x(F'(ozn))_1 (mod pZ,),

y esta eleccion se puede hacer de manera tnica, considerando 0 < b,, < p — 1. Con esta eleccién
de b, se tiene
Flan1) =0 (mod p™?),

por lo que ay41 = ay + by p" tiene las propiedades deseadas. La unicidad de cada b, implica la
unicidad de la sucesién (@) y, en consecuencia, de su limite «. []

Teorema 2.11 — Principio Local-Global de Hasse-Minkowski. Sea Q(Xj, ..., X,) una forma cua-
dritica homogénea con coeficientes en Q. La ecuacion diofintica Q(Xy,...,X,) = 0 admite una
solucion no trivial en Q" (y consecuentemente en Z") si y solo si admite una solucion no trivial
sobre R" y sobre Qy para todo niimero primo p.

En geometria aritmética suele ser mas elegante unificar R y Q, utilizando el conjunto de lugares
(o valuaciones) de Q, denotado por Mq. Si denotamos R como Q. (el lugar arquimediano),
el teorema se reduce a decir que existe solucién en Q si y solo si existe solucién no trivial en
Q, para todo lugar v € Mg. Aqui tienes un ejemplo clésico y riguroso de cémo el principio
local-global y el Lema de Hensel operan en conjunto. He elegido una forma cuadratica que
requiere analizar tanto un primo impar donde el Lema de Hensel clasico funciona de forma
directa, como el primo p = 2, que exige la versién generalizada del lema debido a la ramificacién
de la derivada.

= Ejemplo 2.6 Consideremos la forma cuadratica homogénea sobre Q:
QX,Y,Z)=X*>-2Y?-77?

Queremos demostrar que la ecuacién diofantica Q(X,Y,Z) = 0 admite una solucién no
trivial en Q3 utilizando el Principio de Hasse-Minkowski 2.11.

1. Solucién sobre R (el lugar arquimediano): Como los coeficientes no tienen el mismo
signo, la forma es indefinida. Tomando, por ejemplo, Y = 1y Z = 1, obtenemos X2 =9 1o
cual tiene solucién real X = 3. Por tanto, Q = 0 tiene la solucién no trivial (3,1,1) € R3.

2. Solucién sobre Q7 (Reduccién y Lema de Hensel cldsico): Debemos encontrar una
solucién en los enteros 7-adicos Zy. Para aplicar el Lema de Hensel, fijamos algunas variables
y buscamos levantar una solucién médulo 7. Fijemos Y =1y Z = 0, de modo que definimos
el polinomio en una variable:

f(X): Q(Xr]-ro):XZ_z
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Reducimos el polinomio médulo la congruencia de [F;:
f(X)=X?-2 (mod?7)

Buscamos una raiz Xy € ;. Probando valores, vemos que Xy = 3 funciona, ya que 3% — 2 =
7=0 (mod 7).

Ahora, verificamos la condicién de la derivada formal para aplicar el Lema de Hensel.
La derivada es f’(X) = 2X. Evaluamos en nuestra aproximacion inicial:

f'3)=6%#0 (mod?7)

En términos de norma ultramétrica, tenemos |f(3)ly < 77! <1 = |f ’(3)|;. Como la derivada
no se anula médulo 7, el Lema de Hensel garantiza que existe un tinico a € Z7 tal que:

a=3 (mod7) y fla)=a?>-2=0

Por lo tanto, el vector (&, 1, 0) es una solucién no trivial en Q:;.

3. Solucién sobre Q; (Lema de Hensel generalizado): Para p = 2, la reduccién directa
suele fallar porque la derivada formal de X? es 2X, la cual siempre se anula médulo 2.
Requerimos el Lema de Hensel generalizado, que exige una "mejor aproximaciéon” inicial.
Fijemos esta vez Y = 1y Z = 1. Definimos el polinomio:

¢g(X)=Q(X,1,1) = X*>-9

Proponemos como aproximacion inicial Xy = 1. Evaluamos el polinomio y su derivada
g’(X) = 2X en este punto y medimos sus valuaciones 2-adicas:

g(1)=-8 = vy(g(1)) =3
g1 =2 = vy(g'(1)) =1

La condicién fuerte de Hensel exige que v2(g(Xo)) > 2v2(g’(Xo)). Sustituyendo nuestros
valores:
3>2(1) = 3>2

La desigualdad se cumple estrictamente. El Lema de Hensel nos asegura que existe un
elemento 8 € Z; tal que g(B) = 0 (y ademés f = 1 (mod 22)). Esto nos provee la solucién no
trivial (8,1,1) en @g.

4. Solucién sobre los demds primos: Para cualquier primo p ¢ {2,7}, el determinante de
la forma cuadratica (det = 14) es una unidad en Z,. Todo espacio cuadratico no degenerado
de dimensién n > 3 sobre Q, es autométicamente isétropo (tiene vectores nulos no triviales)
si la forma tiene buena reduccién.

Conclusién Global: Dado que Q(X,Y, Z) = 0 posee soluciones no triviales en R y en
todo Q, (comprobado explicitamente en los lugares "malos" 2 y 7, y garantizado en el resto),
el Principio de Hasse-Minkowski establece de forma definitiva que existe una solucién no
trivial en Q? y, consecuentemente, en Z°. .

= Ejemplo 2.7 Consideremos la forma cuadratica homogénea:

Q(X,Y,Z) =5X>+7Y?-137?
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Queremos demostrar que la ecuacién Q(X, Y, Z) = 0 admite una solucién no trivial en 73,
Para ello, buscaremos soluciones locales que claramente no residen en los racionales.

1. Solucién sobre R (El lugar arquimediano): Fijemos las variables Y = 1y Z = 1.
Obtenemos la ecuacion:

5X2+7(1)*-13(1)*=0 = 5X%2-6=0

Despejando, obtenemos X = \/g . Por lo tanto, el vector ( g, 1, 1) es una solucién en R3. Es

evidente que esta solucién es puramente local (irracional) y no nos sirve como solucién en
Q.

2. Solucién sobre Q3 (Reduccién y Lema de Hensel): Veamos qué ocurre en el primo
p = 13, que divide a uno de los coeficientes. Para aplicar Hensel, buscaremos una raiz médulo
13. Fijemos X = 2y Z =1, definiendo el polinomio en la variable Y:

f(Y)=Q@2,Y,1)=54)+7Y>-13=7Y*+7
Reducimos médulo 13:
f(Y)=7Y*+7=7Y*+1) (mod 13)

Buscamos una raiz Yy € Fi3. Necesitamos que Y? = =1 (mod 13). Dado que 13 =1 (mod 4),
sabemos que —1 es un residuo cuadratico. De hecho, 52 = 25 = -1 (mod 13). Tomamos
entonces Yy = 5.

Verificamos la derivada formal f’(Y) = 14Y evaluada en nuestra aproximacioén:

f'(5)=14(5)=70=5%0 (mod 13)

Como la derivada no se anula médulo 13, el Lema de Hensel cldsico garantiza la existencia
de un elemento g € Z;3 tal que = 5 + 13k + 13%kz + -+ y f(B) = 0. Hemos encontrado la
solucién local (2,4,1) € Q%. Al igual que en el caso real, f es un nimero 13-ddico con una
expansion infinita, por lo que esta solucién local no es racional.

3. El salto Global (Principio de Hasse-Minkowski): Mediante cdlculos similares (redu-
ciendo y aplicando Hensel), se puede verificar que la ecuaciéon posee soluciones en Qs y
Q7 (donde también se levantan raices p-ddicas infinitas), y para el resto de los primos el
determinante det = —455 es una unidad, garantizando isotropia local.

Hemos construido soluciones locales que consisten en ntimeros con raices cuadradas
irracionales y series de potencias infinitas. Ninguna de estas construcciones nos da un vector
de ntimeros enteros. Sin embargo, el Teorema de Hasse-Minkowski 2.11 toma esta coleccién
de existencias locales y dicta un veredicto global: debe existir una solucién racional.

Sabiendo que la solucién global existe con total certeza, podemos realizar una busqueda
en Z. Si inspeccionamos valores, eventualmente descubrimos que:

X=3 Y=1, Z=2
Evaluando la forma:
5(3)2 + 7(1)> = 13(2)> =5(9) + 7(1) = 13(4) =45+ 7 -52=0

El vector (3,1, 2) es la solucién global garantizada por la existencia de nuestras abstractas
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raices locales 1/6/5y . .

3. Fallo del Principio Local-Global

El principio de Hasse-Minkowski establece que una forma cuadrética posee una solucién
racional si y solo si posee soluciones en todos los lugares de Q. Es natural preguntarse si este
principio continua siendo vélido para ecuaciones diofantinas mds generales. La respuesta es
no: existen curvas con soluciones en todos los lugares de Q, pero sin soluciones racionales.

3.1. Lacurva3x®+4y>+523=0.
El primer contraejemplo fue encontrado por Ernst Selmer en 1951. Selmer define la curva
C:3X°+4Y°+52° =0
y demuestra que tiene solucién en todos los lugares de Q, pero no en Q.

Lema 3.1 Sea p # 3 un primo. Entonces:
1. Sip #1 (mod 3), todo elemento de (Z /pZ)* es un cubo.
2. Sip =1 (mod 3), los cubos forman un subgrupo de indice 3 de (Z /pZ)*.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo

p: (Zp2)* — (Z]p2)*

x—>x3

Sabemos que x € ker(¢) si y solo si x> = 1. Dado que (Z/pZ)* es un grupo ciclico de orden
p — 1, entonces la ecuacién x* = 1 tiene gcd(3, p — 1) soluciones, es decir

|ker((p)| =gcd(3,p - 1).

Por el Primer Teorema de Isomorfismo,

|(Z/pZ)*| = |ker(¢)| [Img(¢p)

7

y entonces
p-1

[ime()| = ged(@3,p - 1)

Tenemos dos casos
1. Sip £ 1 (mod 3), entonces ged(3,p — 1) = 1, y por tanto

Img(¢)| = p - 1.

Esto indica que Img(¢p) = (Z/pZ)*, es decir que todos los elementos de (Z/pZ)* son
cubos.
2. Sip =1 (mod 3), se tiene que gcd(3,p — 1) = 3, y luego

()] = =
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Como Img(¢) es un subgrupo de (Z/pZ)*, se obtiene que los cubos forman un subgrupo
de indice 3.
|

Teorema 3.2 — Selmer. La curva
C:3X3+4Y2+52%=0

posee un punto no trivial sobre R y sobre Q,, para todo primo p, pero no posee ningiin punto racional
no trivial.

Demostracion. 1. Solucién sobre R: Es facil ver que (f/g ,0,-1) es una solucién.
2. Solucién sobre Q;: Fijamos Y = 0y Z = 1 y definimos el polinomio en una variable:

f(X)=3X%+5.
Con X =1y reduciendo el polinomio médulo la congruencia en [F»:
f(1)=0 (mod 2).
Dado que f'(X) = 9X?, se tiene que:
f'(1)£0 (mod 2).
Por el lema de Hensel, existe un tinico a € Z; tal que:
a=1 (mod2) y f(a)=3a®+5=0.

Por lo tanto, («, 0, 1) es una solucién no trivial en @g.
3. Solucién sobre Q3: Fijamos X = 0y Z = -1, obteniendo el polinomio

f(Y)=4Y3 -

Como 5
2¥=8=-1= 1 (mod 27),

el lema de Hensel garantiza la existencia de un tinico g € Z3 tal que
5
3 = —
p= 4

Por lo tanto, (0, , —1) es una solucién no trivial en @g.
4. Solucién sobre Qs: Fijamos Y = -1y Z = -1, obteniendo el polinomio

f(X)=3X>-

Como
=8=3 (mod 5),

el lema de Hensel garantiza la existencia de un tinico y € Zs tal que

y®=3.



Por lo tanto, (y, —1, —1) es una solucién no trivial en Qg.
5. Solucién sobre Q, para el resto de primos: Sea p # 2,3,5. Como el grupo multiplicativo

(Z/pZ)*

es ciclico de orden p — 1, se distinguen dos casos:

» Supongamos que 3 es un cubo médulo p, es decir que existe solucién para x> — 3 = 0
en F3, entonces por el lema de Hensel existe un y € Z, tal que y°® = 3. En consecuencia,
(x,—1,-1) es una solucién no trivial de la curva sobre Q.

= Suponiendo ahora que 3 no es un cubo médulo p. En este caso, no todos los elementos de
(Z/pZ)* son cubos, por lo que del lema anterior se obtiene que p =1 (mod 3) y los cubos
forman un subgrupo de indice 3. Por lo tanto, existen tres clases laterales representadas
por {1, 3,9}, de modo que todo elemento no nulo de [, es congruente a uno de los nimeros

b3, 3p3, 9p3,

paraalginb # 0 (mod p).
Aplicando esto a 5, se presentan tres posibilidades:
1. Si
5=b% (mod p),

entonces, por el lema de Hensel, existe y € Z, tal que

y? =5.
En consecuencia,
(—]/, ]/; _1)
es una solucién de la curva.
2. Si
5=3p3 (mod p),
entonces

>
3

es un cubo en Z,. Luego, existe un x € Z, tal que

5
3 = —
X =z,
y se obtiene la solucién
(x,0,-1).
3. Si
5=9b° (mod p),
entonces
15
es un cubo en Z,. Existe t € Z, tal que
£ =15.
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De aqui se obtiene la soluciéon
(3t,5,-7),

y, por homogeneidad de la ecuacién,

también es una solucién.
En todos los casos la ecuacién admite una solucién no trivial sobre @, concluyendo asi
la demostracion.
|

4. Estudiando el fallo.

Definicién 4.1 — Curva eliptica. Sea K un campo. Una curva eliptica sobre K es una curva
algebraica suave, proyectiva y de género 1, junto con un punto distinguido O € E(K),
llamado punto en el infinito.
Si char(K) # 2, 3, toda curva eliptica puede escribirse mediante una ecuacién de Weiers-
trass de la forma
E: y*=x*+Ax+B,

donde A,B € Ky
4A% +27B2 £ 0.

La condicién anterior garantiza que la curva sea suave, es decir, que no posea puntos
singulares.
En coordenadas proyectivas, la ecuacion se escribe como

E: Y?*Z=X3+AXZ?+BZ3,

y el punto distinguido es
O=[0:1:0].

La importancia de las curvas elipticas para nuestro propésito radica en que sus puntos ra-
cionales forman un grupo abeliano. La operacién de grupo puede describirse geométricamente
mediante la conocida construccién de la recta secante y tangente.

Teorema 4.1 Sea E una curva eliptica sobre K. Entonces E(K) posee una estructura natural de grupo
abeliano, cuyo elemento identidad es el punto O.

Para la ecuacion
E: yZ:x3+Ax+B,

si P, Q € E(K),lasuma P + Q se obtiene geométricamente trazando la recta que pasa por P y Q
(o la recta tangente si P = Q). Esta recta corta a E en un tercer punto R, y se define

P+Q=-R,
donde el inverso de un punto se obtiene mediante la reflexion respecto del eje x:

_(x/ ]/) = (x/ _y)
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Ademas,
-P=0

cuando P = O.
Esta estructura de grupo permite estudiar las curvas elipticas mediante herramientas de
teoria de grupos y, posteriormente, mediante isogenias y cohomologia de Galois.

Definicién 4.2 — Isogenia. Sean E y E’ curvas elipticas definidas sobre un campo K. Una
isogenia es un morfismo no constante

¢p:E—F
definido sobre K que preserva el punto identidad, es decir,

¢(Og) = Op.

¢ también es un homomorfismo de grupos:

d(P +Q) = ¢(P) +o(Q)
para todos P, Q € E(K).
Una isogenia es, por tanto, una aplicacién que permite relacionar dos curvas elipticas con-

servando su estructura de grupo. Si
¢:E—F

es una isogenia, definimos su niicleo como
ker(¢) := {P € E(K) : ¢(P) = Op}.

De esta manera, tenemos la sucesion
— ¢ =
0 — ker(¢) — E(K) 5 E'(K),

donde la primera flecha es la inclusién natural y la segunda es la aplicaciéon inducida por ¢. La
sucesion es exacta en E(K), pues

ker (E(R) ﬂ E’(R)) = ker(o).

Mads generalmente, denotamos
E[¢] := ker(¢)

y llamamos a E[¢] el grupo de ¢-torsion.
Un caso particularmente importante se obtiene al considerar la isogenia de multiplicaciéon
por n,
[n]:E —E, P+~ nP.

La aplicaciénes un morfismo de esquemas. En efecto, en coordenadas afines una curva eliptica
estd dada por
E: y*=x*+Ax+B,

y la ley de grupo de E estd dada por funciones racionales en las coordenadas de los puntos. Por
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tanto, la multiplicacién por n se obtiene componiendo sucesivamente la ley de suma y es, en
particular, un morfismo algebraico.
Mas generalmente, si
¢p:E—FE

es una isogenia, entonces ¢ es, por definicién, un morfismo de curvas algebraicas definido
sobre K que preserva el punto identidad. Al considerar los puntos sobre K, obtenemos un
homomorfismo de grupos

¢: E(K) — E'(K).

Como ¢ esta definida sobre K, esta aplicacion es Cgmpatible con la accién del grupo absoluto
de Galois. Es decir, para todo o € Gk y todo P € E(K) se tiene

P(aP) = o(¢(P)).

Por tanto, el nticleo

E[¢] = ker(¢)

es estable bajo la acciéon de Gk y, en consecuencia, es un Gg-médulo.

4.1. Introduccién a la cohomologia de Galois

Sea K un campo y sea K una clausura algebraica de K. Para estudiar los puntos de una
curva eliptica definidos sobre K a partir de sus puntos sobre K, consideramos la accién de los
automorfismos de K que fijan K.

Definicién 4.3 — Grupo absoluto de Galois. El grupo absoluto de Galois de K se define como
Gk = Gal(K/K).
Es decir, Gk es el grupo formado por todos los automorfismos
0:K— K
que fijan cada elemento de K.

El grupo Gk es, en general, un grupo infinito. Sin embargo, puede entenderse a partir de los
grupos de Galois de las extensiones finitas de K contenidas en K. Si K € L € M C K son
extensiones finitas, la restriccién de automorfismos induce un homomorfismo

Gal(M/K) — Gal(L/K), o+ o|L.
Estos homomorfismos forman un sistema inverso y, de manera natural, se tiene

Gk= lim Gal(L/K).
L/K finita

Por esta razén, Gk se denomina un grupo profinito.

I Definicién 4.4 — Accién continua de Galois. Sea M un grupo abeliano dotado de una estructura
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topoldgica. Una accién continua de Galois de Gk sobre M es una accién de grupos
GK XM — M/ (G/ m) — G(m)l

que es continua.

En este caso, decimos que M es un Gg-moédulo topolégico. Cuando M estd dotado
de la topologia discreta, la continuidad de la accién significa que para cada m € M el
estabilizador

Stabg, (m) = {0 € Gk : o(m) = m}

es un subgrupo abierto de Gk.

Para un Gg-médulo M, consideramos el conjunto de elementos que permanecen fijos bajo
la accién de todos los elementos de Gk.

Definicién 4.5 — Elementos invariantes. Sea M un Gg-mdédulo. El subgrupo de elementos in-
variantes de M se define como

MO := {m € M: 6(m) = m para todo o € Gg}.

En particular, para una curva eliptica E definida sobre K, los puntos de E(K) que son
invariantes bajo la accién de Gk son precisamente los puntos definidos sobre K. Es decir,

E(K)®% = E(K).
En efecto,si P = (x,y) € E (E) es fijo por todo ¢ € Gk, entonces
ox)=x 'y oy)=y

para todo o € Gg. Por la caracterizacién de K como el subcampo de K fijado por Gk, se tiene
x,y € K, y por tanto P € E(K). El reciproco es inmediato, pues todo elemento de Gk fija los
elementos de K.

La operacién que asocia a un Gg-médulo M su subgrupo de invariantes MK constituye el
grado cero de la cohomologia de Galois.

Definicion 4.6 — Cohomologia de grado cero. Sea M un Gg-mdédulo. Definimos
H%(Gk, M) = MEx.

La construccién de los elementos invariantes es functorial. Si f : M — N es un homomor-
fismo de Gx-médulos, entonces f lleva elementos invariantes de M en elementos invariantes
de N. En efecto, si m € MCk, para todo o € Gk se tiene

o(m)=m,
y, como f es Gg-equivariante,
o(f(m)) = f(a(m)) = f(m).

Por tanto,
f(m) e NOx,
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Asi, los invariantes definen un funtor
(-)®% : Gk-Mod —> Ab,

que a cada Gx-moédulo M le asocia M Gk,
Este funtor es exacto por la izquierda, pero no necesariamente exacto por la derecha. Para
verlo, consideremos una sucesién exacta de Gx-mddulos

0—>M1—>M2—)M3—)0.
Al tomar invariantes obtenemos una sucesion
0— MlGK — MZGK — M3GK,

que sigue siendo exacta. Sin embargo, la tiltima aplicacién no tiene por qué ser sobreyectiva.
La cohomologia de Galois surge precisamente al estudiar la obstruccién a que el funtor de
invariantes sea exacto.
Para definir el primer grupo de cohomologia, consideremos un M Gkx-médulo. Un 1-cociclo
es una aplicacién
c:G K — M

que satisface
c(ot) = c(o) + a(c(1))

para todos 0, T € Gk.
El conjunto de todos los 1-cociclos se denota por

ZY(Gk, M).

La condicién anterior se denomina condicién de cociclo.
Para cada elemento m € M, podemos definir una aplicaciéon

mediante
cm(o) = a(m) —m.
Esta aplicacion satisface la condicién de cociclo, pues
cm(ot) =o0t(m)—m
=o(t(m)—m)+ao(m)—m

= a(cm(7)) + cu(0).

Los cociclos de esta forma se denominan 1-cociclos principales. El conjunto de todos ellos se

denota por
B(Gk, M).

Se tiene entonces

BY(Gk, M) € Z'(Gk, M).

I Definicién 4.7 — Cohomologia de primer grado. Sea M un Gg-médulo. El primer grupo de
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cohomologia de Galois se define como

ZY(Gk, M)

H! G, M) i= —————=.
(Cx: M) = 3G, M)

Sean M1, M, y M3 Gx-médulos y supongamos que tenemos una sucesioén exacta de Gg-
moédulos
L T
0— M;—> My, > M3z — 0.

Al aplicar el funtor de invariantes obtenemos
0 — My¥ = My* 5 MJ*.

Como vimos anteriormente, esta sucesién no tiene por qué ser exacta a la derecha. La cohomo-
logia de Galois permite completar esta sucesién introduciendo los grupos H'.
En particular, existe un homomorfismo

o: MB,GK — Hl(GKI Ml)/

llamado homomorfismo de conexion, que permite extender la sucesion anterior a una sucesién
exacta

0 — H(Gk, M1) — H%(Gk, Mp) — H°(Gk, M3) 2 HY(Gk, M1) — HY(Gk, M) — H'(Gk, M3).

Recordemos que
H%(Gk, Mj) = M7X.

Por tanto, la sucesion puede escribirse también como
5
0 — MK — MJ¥ — MK = HY(Gx, My) — H'(Gk, M2) — H(Gk, M3).

El homomorfismo de conexiéon puede describirse explicitamente. Sea m3 € M3G K. Como
m: M — M3 es sobreyectiva, existe my € M tal que

ni(my) = ms.

Para cada o € Gk, definimos
Cmy(0) = 0(my) — my.

Como m3 es Gg-invariante, se tiene
nt(o(my) = my) = o(n(my)) = m(my) = 6(m3) —mz = 0.
Por la exactitud de la sucesién, existe un tnico elemento c,,(0) € M; tal que
t(Cmy(0)) = a(mz) — ma.

La aplicacién
Cmy * GK — M1

es un 1-cociclo. Definimos entonces

8(ms3) = [cm,] € H'(Gk, M).
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La clase de c,;, no depende de la eleccién de m;, por lo que 6 esta bien definida.
La exactitud en M3G X significa que

ker(6) = im (MZGK - M??K) .

En otras palabras, un elemento m3 € M3G X proviene de un elemento Gg-invariante de M si'y
solamente si su imagen mediante el homomorfismo de conexién es trivial en H 1(G K, My).

Supongamos ahora que L/K es una extensién finita de Galois contenida en K. Consideremos
los grupos absolutos de Galois

GL=Gal(K/L) 'y  Gg=Gal(K/K).
Como todo automorfismo que fija L fija también K, tenemos una inclusién
Gr C Gk.

Ademads, como L/K es una extensién de Galois, G, es un subgrupo normal de Gk y existe un
isomorfismo
Gk /G = Gal(L/K).

Sea M un Gg-moédulo. Por restriccién de la accién de Gk, podemos considerar M también
como un Gr-médulo. Esta inclusién de grupos induce un homomorfismo

resy jx : H'(Gx, M) — HY(GL, M),

llamado homomorfismo de restriccion.
Sic: Gk — M es un 1-cociclo, su restriccion a Gy, estd dada simplemente por

resy/k([c]) = [clg, ]-

Por otro lado, como
Gk /Gr = Gal(L/K),

podemos considerar el grupo finito Gal(L/K) actuando sobre los elementos de M que son
invariantes bajo Gr.
Sea
MO ={meM:o(m)=m para todo o € G }.

Como Gy, es normal en Gk, el grupo Gal(L/K) acttia naturalmente sobre M G,
Un 1-cociclo
¢ :Gal(L/K) — MCt

puede entonces componerse con la proyeccién
Gk — Gg/Gr = Gal(L/K)
para obtener un 1-cociclo sobre Gg. Esto induce un homomorfismo
infy/x : H'(Gal(L/K), M°t) — H'(Gk, M),

llamado homomorfismo de inflacion.
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Los homomorfismos de inflacién y restriccién aparecen en la sucesién exacta

infy /k resy

0 — H'(Gal(L/K), M®t) ——= H'(Gx, M) —— H'(G., M).
En particular,
im(inf; k) = ker(resy k).

Esta sucesion permite relacionar la cohomologia del grupo absoluto de Galois Gk con la coho-
mologia del grupo Gy y, a través de este, con el grupo finito Gal(L/K).

4.2. El Jacobiano de una curva.

Sea k un campo base y C una curva algebraica sobre k, entendida como un k-esquema
proyectivo, suave, geométricamente conexo (o geométricamente irreducible) de dimensién 1.
Sea g > 0 el género de la curva.

Denotamos Sch/k como la categoria de esquemas sobre k, S — Spec(k). Definimos el funtor
de Picard:

Pic(C xx T)

. . op ] =
Plcc/k : (Sch/k) — Ab, (T - SPeC(k)) = 7)lCC/k(T) P; Pic(T)

donde pr : C Xx T — T es la proyeccién natural. Sabemos que el grupo de Picard esta en corres-
pondencia biyectiva con respecto a las clases de equivalencia de haces invertibles. Definimos el
subfuntor caracterizado para cada A una k-algebra arbitraria y C4 = C X; Spec(A), entonces se
define:

Proposicion 4.2 Si C admite un punto racional sobre k, el funtor Picg/k es un haz sobre el sitio
Sch/k con la topologia fppf.

Definicién 4.8 — El Jacobiano de una curva. El Jacobiano Jac(C) es el k-esquema en grupos

0
que representa al subfuntor Pic . e

Proposicion 4.3 Sea k un campo de cartacteristica distinta a 2 y 3. Consideremos la curva proyectiva
C:ax> +by> +cz°=0

entonces la curva eliptica definida por
E:x®+y+abcz®=0

es el Jacobiano de C.

Sobre la clausura algebraica K, la curva C y lajacobiana E son isomorfas. Fijamos el isomorfismo
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¢ : Cx — Ex dado por el cambio de coordenadas algebraico:

O(x:y:z]) = %x:%y:{/i_bz

Dados los puntos P € C (K) yQ€eE (K), definimos la accién

u:CxxkE—C, (P,Q)r p(P,Q) = ¢~ (¢(P) +£ Q)
El morfismo u es Gg-equivariante y estd definido sobre el campo base K.

Demostracion. Para un K-esquema T y un T-punto g € E(T), denotamos el automorfismo de
traslacién inducido como:
T q : CT — CT

Por definicién, el jacobiano Jac(C) es el esquema en grupos que representa al funtor. Para
demostrar que E = Jac(C), debemos construir un isomorfismo functorial natural:

0

n:hg — Picex

donde hg = Homg(—, E). Para definir nr : E(T) — Picg «(T), necesitamos asignar a cada
morfismo g : T — E un haz invertible de grado 0 sobre Cr, siguiendo los siguientes paso:
» Consideramos el producto C X C y su subesquema diagonal cerrado A € C xx C.
» Sea J el haz de ideales que define a la diagonal. Como C es suave, A es un divisor de
Cartier. Definimos el haz invertible universal Ocxc(A) = 7, 1 Este haz tiene grado relativo
1 respecto a ambas proyecciones.
» Dado g € E(T), formamos el morfismo de grafos asociado a su traslacién:

l“q = (1CT,Tq) : CT - CT XT CT = (C XK C) XKT

= Hacemos el pullback:

Ly =T, (Ocxc(d))

Elhaz £, es un haz invertible sobre Cr de grado relativo 1 sobre T.

» Para ajustar el grado a 0, tomamos el elemento neutro e € E(T) (obtenido por cambio de
base de O € E(K)) y construimos su respectivo haz L,.

= Definimos el haz torcido:

Mg =L, ®L;*

Como la diferencia de dos divisores relativos de grado 1 tiene grado 0, M, es un haz
invertible sobre Cr de grado relativo 0.
Mapeamos g — [M,]. Como las construcciones de haces diagonales y pullbacks conmutan con
el cambio de base de T-esquemas, esta asignacién define una transformacion natural estricta
n:hg— Picg/K en el sitio fppf.

Para probar que la transformacién natural n induce un isomorfismo de esquemas, basta
verificar que es un isomorfismo de haces fppf. Puesto que E y el funtor £i c?: /K (que sabemos
a priori que estd representado por una variedad abeliana lisa) son localmente de presentacién
finita y lisos sobre K, es suficiente y necesario demostrar que 7 induce un isomorfismo sobre la
clausura geométrica K.

Sobre K, la curva Cg tiene puntos racionales. Fijemos un punto P € C (K). Evaluando
nuestra construccién geométrica fibra a fibra, el haz Ocxc(A) se especializa a Oc(x) para puntos
concretos. El haz relativo M, evaluado en el punto g € E(K) corresponde exactamente a la clase
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del divisor:
[My] = [14(P)] = [P] = [P + q] - [P] € Pic°(Cp)

Esto significa que 7z : E (K) — PiCO(CE) es precisamente el mapeo clasico de Abel-Jacobi
asociado al torsor.

Por la teorfa fundamental de curvas de género 1 sobre campos algebraicamente cerrados, el
mapeo g — [P +g] —[P] es un isomorfismo de grupos abelianos biyectivo y un isomorfismo de
variedades algebraicas. u

El discriminante de una curva de la forma X3 + Y3 + ¢Z3 = 0 es A = —27¢2. Para ¢ = 60,
tenemos A = —27(60)?, por lo que los primos de mala reduccién son 2,3 y 5.

Tomemos el primo de buena reduccién p = 7. Por el teorema de inyectividad, la restriccién
del morfismo de reduccién E(Q)iors < E(F7) es inyectiva (ya que 7 1 24).

Analicemos la curva reducida E [F7:

X3+Y®+473=0 (mod 7)

En [, los cubos perfectos son {0, 1, —1}. Por lo tanto, la suma de dos cubos X3+Y3 (mod 7)
solo puede tomar los valores {0,1,6,2,5}. Si Z # 0 (mod 7), entonces 473 € {4,-4} = {4,3}
(mod 7). Para que la suma sea cero, necesitariamos que X° + Y3 € {3,4} (mod 7), lo cual es
imposible. Por lo tanto, cualquier punto en E(F;) debe tener Z = 0 (mod 7).

Si Z = 0, la ecuacion se reduce a X® + Y = 0. En el plano proyectivo P?(F;), podemos
asumir X = 1, lo que implica Y3 = —1. En [, las raices ctbicas de —1 son 3,5 y 6.Esto nos da
exactamente tres puntos en el infinito:

(1:3:0), (1:5:0), (1:6:0)

Concluimos que #E(F;) = 3. Como E(Q)rs se inyecta en E(F;), el grupo de torsion racional
debe ser trivial o isomorfo a Z/3Z.

Para descartar la 3-torsién racional, recordamos que los puntos de orden 3 en una curva
ctibica coinciden con sus puntos de inflexién. Estos son los ceros del Hessiano, que para nuestra
curva es proporcional a XY Z. El tinico punto de inflexién definido sobre Qes O = (1: =1 :0).
Como no hay puntos racionales afines en el Hessiano, no hay elementos racionales de orden 3.
Por lo tanto, E(Q)iors = {O}.

5. Grupos de Selmer y Tate-Shafarevich
5.1. Obstrucciones locales-globales

Definicion 5.1 — Puntos de Torsién. Sea A € Ab un grupo abeliano, y m un entero positivo,
definimos el grupo de puntos de m-torsién como el kernel del morfismo

0— Alm] > AZS A
Sea K un cuerpo de ntimeros y Gk = Gal(K/K) su grupo de Galois absoluto. Para un entero

m > 2, el morfismo de multiplicacién por m, denotado [m] : E — E, induce una sucesién exacta
corta de Gg-moédulos:

0 — E[m] — E®) 25 E(R) — 0
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Al aplicar el funtor de cohomologia de Galois H {(Gk, —), el cual denotamos simplemente como
H'(K, -), obtenemos la sucesi6én exacta larga en cohomologfa:

0 — E(K)[m] — E(K) 2 E(K) S HY(K, E[m]) —» H'(K, E) 2 H(K, E)
obteniendo la sucesion exacta
0 — E(K)/mE(K) > H\(K, E[m]) % H'(K, E)[m] — 0

Para estudiar las obstrucciones locales-globales, consideramos las compleciones K, para cada
lugar v de K (primos finitos y el infinito). La inclusién Gk, < Gk induce morfismos de
restriccién res, : H'(K,—) — H'(K,,—). Definimos el grupo de Selmer Sel,,(E/K) como el
subgrupo de elementos en H!(K, E[m]) cuyas imadgenes en H!(K, E) se anulan localmente en
todas partes:

Sel,,(E/K) = {& € HY(K, E[m]): res,(¢(&)) = 0 € H'(K,, E) para todo v}

Y definimos el grupo de Tate-Shafarevich III(E/K) como el nticleo del mapa de localizaciéon
global:

TI(E /K) = ker | H'(K, E) 1%, | [H' (Ko, E)
[

Por el lema de la serpiente y la conmutatividad de los diagramas de restriccion, esto induce la
sucesion exacta candnica:

0 — E(K)/mE(K) — Sel,,(E/K) — TI(E/K)[m] — 0

5.2. El caso de la curva de estudio

Teorema 5.1 Para la curva eliptica E se tiene

Sel;(E/Q) = III(E/Q)[3] = Z/3Z & Z/3Z

» Cuando p # 3, se tiene III(E/Q)[p] = 0
Tenemos
II(E/Q) = Z/3Z ® Z/3Z

Demostracion. Comenzamos demostrando que E(Q) = O. Por el calculo realizado anteriormente
sabemos que
E(Q) * tors = O.

Por otra parte, un 2-descenso de la curva eliptica E muestra que
rank E(Q) = 0.
Por el teorema de Mordell-Weil,
E(Q) = Z" @ E(Q) * tors,
donde r = rank E(Q). Como r = 0y E(Q)tors = O, concluimos que

E(Q) = O.
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En particular,

E(Q)/3E(Q) =0.
“* Consideremos ahora la sucesion exacta
0 — E(Q)/3E(Q) — Sel3(E/Q) — II(E/Q)[3] — 0.
Como E(Q)/3E(Q) = 0, obtenemos
0 — Sel3(E/Q) — LI(E/Q)[3] — O.

Por lo tanto,

Sel;(E/Q) = III(E/Q)[3].

Para calcular este grupo se realiza un segundo descenso mediante una isogenia de grado 3.
La curva E admite una isogenia racional

¢:E—FE
de grado 3, junto con su isogenia dual

¢:E —E,
tales que R

$o¢ =13l

El descenso asociado a estas isogenias permite describir los elementos del grupo de Selmer
mediante cociclos de Galois y condiciones locales.

En particular, el célculo del 3-descenso para la curva E muestra que existen exactamente
nueve clases que satisfacen las condiciones locales. Por tanto,

#Selg,(E/@) =0.

Como Sel3(E/Q) es un grupo abeliano de exponente 3, es naturalmente un espacio vectorial
sobre [F3. Puesto que tiene 9 = 32 elementos, su dimension sobre F3 es 2. Asi,

Sel3(E/Q) = Z/3Z& Z/3Z.
De la identificacién anterior concluimos que
I(E/Q)[3]| = Z/3Z® Z/3Z.

Veamos ahora que no existen componentes de 2-torsiéon. El mismo 2-descenso utilizado para
determinar el rango de E(Q) muestra que

II(E/Q)[2] = 0.
Para los primos p > 3, la curva E posee multiplicacién compleja por el anillo de enteros de
Q(V-3).

El resultado de Rubin sobre la conjetura principal para curvas elipticas con multiplicacién
compleja permite determinar los componentes p-primarios del grupo de Tate-Shafarevich para
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los primos que no dividen el ntimero de unidades de @(V-3). En nuestro caso, esto se aplica
para todo primo p > 3y da
HI(E/Q)[p] = 0.

Por lo tanto, el tinico componente primario no trivial del grupo de Tate-Shafarevich es el
correspondiente al primo 3. En consecuencia,

II(E/Q) = III(E/Q)[3]

y obtenemos finalmente

[I(E/Q) = Z/3Z0Z/3Z.|

6. Conclusion

El principio local-global proporciona una herramienta muy poderosa para estudiar la exis-
tencia de soluciones racionales a ecuaciones diofanticas. Sin embargo, el ejemplo de Selmer
muestra que esta propiedad no es universal: una curva puede poseer puntos sobre todos los
campos locales y, aun asi, no tener ningtin punto racional. Esto evidencia que la informacién
local no siempre es suficiente para determinar la existencia de soluciones globales.

A lo largo de este trabajo se estudi6 este fendmeno desde una perspectiva geométrica y
aritmética. La introduccién de los niimeros p-ddicos y del lema de Hensel permitié comprender
la naturaleza de las condiciones locales, mientras que el estudio del jacobiano proporcioné un
modo de trasladar el problema de los puntos de una curva a un objeto que posee una estructura
de grupo. Esta estructura hace posible aplicar herramientas de teorfa de Galois y de descenso.

En particular, el daltimo resultado muestra cémo el estudio de los puntos racionales de una
curva puede reducirse al estudio de determinados puntos racionales de su jacobiano mediante
el mapa de Abel-Jacobi. En el caso de una curva que posee un punto racional, la inyeccién

C(k) = J(k)

permite interpretar los puntos racionales de la curva dentro del grupo de puntos racionales de
su jacobiano. El descenso permite entonces obtener informacion sobre estos dltimos a partir
de condiciones locales. De esta manera, el problema geométrico inicial se transforma en un
problema aritmético sobre un grupo.

Este procedimiento conduce naturalmente a los grupos de Selmer y de Tate-Shafarevich. El
grupo de Selmer permite reunir las clases que satisfacen las condiciones locales necesarias para
provenir de un punto global, mientras que el grupo de Tate-Shafarevich mide, en cierto sentido,
la obstruccién que permanece entre la informacién local y la global. Por tanto, estos grupos no
aparecen simplemente como herramientas adicionales, sino como una respuesta natural al fallo
del principio local-global.

Asi, el ejemplo de Selmer deja de ser tinicamente un contraejemplo al principio local-global
y se convierte en la motivacién para desarrollar una teorfa capaz de estudiar sistemdticamente
este tipo de fallos. El paso desde las curvas hacia sus jacobianos, y posteriormente hacia los
grupos de Selmer y de Tate-Shafarevich, muestra como un problema aparentemente concreto
sobre soluciones racionales puede revelar una estructura mucho mds profunda en la interacciéon
entre geometria algebraica, teorfa de niimeros y cohomologia de Galois.
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