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Notacion

1. Acerca de funciones Racionales.

En esta seccién consideramos X una variedad afin, es decir un conjunto algebraico irredu-
cicble. Para cada p € X el anillo de germenes es definido como

Ox.p = lim Ox (D),
peld

este viene incluido con un morfismo sobreyectivo

evy: Oxp — K, [fl+ f(p)
cuyo kernel es
mp = {[f1€0x, | f(p)=0}.

Ademas decimos que una funcién regular ¢: X — Y es dominante si

$X) =Y.

Lo anterior es equivalente a pedir que su morfismo en la categoria de k-dlgebras ¢*: K[Y] —
K[X] es inyectivo.



Definicién 1.1 — Funciones Racionales. El cuerpo de funciones racionales K(X) se define
como el colimite de este sistema dirigido en la categoria de k-dlgebras:

K(X) = lim Ox()
UeTx

Como X es una variedad, es decir X es irreducible entonces K[ X] es un dominio entero y usando
el Lema A.1 tenemos que
Fracc(K[X]) = K(X).

Recordemos que existe una transformacién natural
a: Ox(-) = Fun(-,K),

Entonces, un elemento @ € K(X) es, por definicién de colimite, una clase de equivalencia
[(U, f)]. Esto garantiza que para cualquier representante, existe un abierto de Zariski U donde
la funcién (mediante la transformacién natural), vive como una funcién racional f : U — k, f =
P/Q, P,Q € k[X], Q(p) # 0. Para cualquier punto p € U, el valor de la funcién racional en ese
punto se define simplemente como ¢(p) := f(p). Si elegimos otro representante (V, g) para el
mismo elemento ¢, la relacién de equivalencia en el colimite impone que f y g deben coincidir
en un abierto denso contenidoen U N V.

Ahora para definir los morfismos racionales entre variedades tenemos lo siguiente. Fijemos
X, Y variedades algebraicas, y consideremos el funtor

Fxy: ’[;p — K-Alg, U — Homv, (U, Y)

donde Homv,, (U, Y) es el conjunto de morfismos regulares f: U — Y. Entonces el conjunto
de morfismos racionales desde X hacia Y se define como

Rat(X,Y) := ﬁi}nTx,y
Uu+0

Recordemos que una funcién regular en un abierto U C X es definido como sigue; Una funcién
f : U — k es regular si para cada punto p € U, existe un entorno abierto V, € U que contiene a
p y polinomios P, Q € k[X] tales que:

1. Q(x) # 0 para todo x € V.

P
2. f(x)= Q((i)) para todo x € V).
Entonces una funcién racional ¢: X — Y se entiende como una clase de funciones donde tiene
¢ esta representada por un morfismo regular ¢y : U — Y definido en algtin abierto denso
U C X. Dado que el codominio estd inmerso en A, el morfismo ¢; estd determinado por sus

m funciones coordenadas:

ou(x) = (fi(x), fo(x),..., fu(x)), fi € K(X), domf; C U.

Definicién 1.2 — Domiancia. Un mapa racional ¢ : X --» Y es dominante si para algin

representante (U, ¢y), la imagen ¢;(U) es densa en Y (es decir, ¢y (U) = Y).



Proposicion 1.1 Si ¢ : X --> Y es dominante, induce un homomorfismo inyectivo de k-dlgebras en
los cuerpos de funciones:

¢":K(Y) = K(X), frfood

Consideremos Proj la categoria de variedades proyectivas y morfismos racionales dominantes,
construimos el funtor
F : Proj, — K-Algs™™, X > K(X)

este funtor captura la siguiente informacién
1. K(X) es un campo, K(X)/K es una extension de grado trascendente finito.

Teorema 1.2 Existe una equivalencia entre las categorias de variedades proyectivas y extensiones de
campos finitamente generado.

Demostracion. Dado L/K una extensiéon de campos finitamente generada, existen elementos
X1,...,%X, € L tales que L = K(x1,...,xy) (es decir, L es el campo de fracciones mds pequefio
que contiene a K y a los elementos x;). Dentro del campo L, consideramos el subanillo generado
por estos mismos elementos sobre K:

A=Kl[xy,...,x,]CL

Este subanillo A si es, por definicién, un K-algebra finitamente generada. Ademas, al ser un
subanillo de un cuerpo (L), A carece de divisores de cero, por lo que es un dominio de integri-
dad.Consideramos el epimorfismo natural de evaluacién desde el anillo de polinomios:

n:K[h,..., T,] — A

T — x,

Sea I = ker(m). Como A es un dominio de integridad, I es un ideal primo.Geométricamente, este
ideal primo I define una variedad afin irreducible U = V(I) C A} .Por construccién, el anillo de
coordenadas afines de esta variedad es K[U] = K[Tq, ..., T,]/I = A.

Calculamos ahora el cuerpo de funciones racionales de nuestra variedad afin U. Por defini-
cioén, es el campo de fracciones de su anillo de coordenadas:

K(U) = Frac(K[U]) = Frac(A) = Frac(K[x1, ..., Xx])

Pero al inicio establecimos que L es exactamente el campo generado por los x;, lo que algebrai-
camente significa que L es el campo de fracciones de A. Por lo tanto:

KU) =L

Consideramos el encaje estdandar del espacio afin en el espacio proyectivo A} < P, dado
por(ai,...,ay)— [1:a;y:---:a,]Identificamos a U con su imagen bajo este encaje y definimos
X como la clausura de Zariski de U en Py:

X=UcP}

Por propiedades bésicas de la topologia de Zariski, U es un subconjunto abierto denso de la
variedad proyectiva X.Como el cuerpo de funciones racionales se define como el colimite sobre



abiertos densos, X y U comparten exactamente el mismo cuerpo de funciones:
K(X)=KU) =L

Queda asi construida la variedad proyectiva X.

Corolario 1.3 ¢ : X - Y es un isomorfismo biracional si y solo si ¢* : K(Y) — K(X) es un
isomorfismo de cuerpos.

2. Teorema de Luroth.

Definicién 2.1 — Variedades racionales. Una variedad proyectiva X esracional si es biracional-
mente equivalente a B¢. Ademas decimos que X es unirracional si existe un mapa racional
dominante P9 --> X.

= Ejemplo 2.1 Consideremos la curva afin plana C C A? definida sobre un campo algebraica-
mente cerrado por el polinomio:

fy) =y? -2 =2 =0

Para demostrar que esta curva es una variedad racional, necesitamos encontrar una equiva-
lencia birracional con Al. Podemos hacer esto proyectando desde la singularidad (el nodo)
que se encuentra en el origen (0, 0).

Trazamos rectas por el origen: Consideremos el haz de rectas que pasan por el origen,
dadas por la ecuacién y = tx, donde t es el parametro (la pendiente).Sustituimos en la curva:

(tx)? = 2%+ 22

2x? = x*(x + 1)

Despejamos para x # 0:
P=x+1 = x=t>-1

Encontramos y:
y=tt>-1)=t>—t

Asf, hemos construido una aplicacién racional ¢ : Al --> C dada por:

o(t) = (=1, —t)

Esta aplicacién tiene una inversa racional ¢ : C --» A! dada simplemente por la pendiente

de la recta: y
gb(x, y) ==

x
Esta inversa esta definida en todos los puntos de la curva excepto en el nodo (0, 0).



Cubica Nyodal: y? =x% +x?

= Ejemplo 2.2 Consideremos la superficie afin V c A3 definida sobre un campo algebraica-
mente cerrado por el polinomio:
x> —y?z=0

Para demostrar que esta superficie es racional, construimos una aplicacién racional ¢ : AZ --»
V. Tomando los pardmetros (1, v) en A2, definimos:

o(u,v) = (uv,u, 02)

Es inmediato verificar que la imagen satisface la ecuacién de la superficie:

22 = 2=y

(uv)?* = u
La aplicacién racional inversa ¢ : V --» A2 recupera los pardmetros originales a partir de las
coordenadas del espacio:

X
lP(x,y,Z) - (y, y)

Esta inversa estd bien definida en todos los puntos de la superficie excepto en el eje z (donde
y = 0y x = 0). Geométricamente, este eje constituye el lugar geométrico singular (el "man-
go'de la sombrilla, donde la superficie se cruza a si misma). Esto demuestra formalmente
que el campo de funciones racionales de V' es isomorfo a k(u, v), y por lo tanto, la superficie
es racional. .



Sombrilla de Whitney: x? = 1%z

Geométricamente, una variedad X sobre un campo k es uniracional si existe una aplicacién
racional dominante P’ --> X. En términos algebraicos, esto significa que el campo de funciones
k(X) se puede encajar (inyectar) en una extensiéon puramente trascendente del campo base:
kck(X)Ck(ty,..., ty).

Cuestion 2.1 — Problema de Luroth. ;Es una variedad uniracional una variedad racional?

= Ejemplo 2.3 Consideremos la variedad proyectiva X C Pé dada por la ecuacién:

3 3 3 3 3 _
x0+x1+x2+x3+x4—0

Definimos el subespacio lineal Ly = P! mediante el sistema de ecuaciones lineales:
Xo+x1=0, x+x3=0, x4=0

Una parametrizacién de Ly en términos de coordenadas (1 : v) € Pl es (u : —u : v : —v : 0).
Sustituyendo esto en la ecuacién de X:

3

F(u,-u,v,-v,0) :u3+(—u)3+v3+(—v)3+03 = —ud+0d-03=0

Dado que la identidad se sostiene para todo (u : v), la recta Ly esta contenida integramente
en X.

Para construir la proyeccion desde Lo, aplicamos un automorfismo lineal de P* para aislar
las ecuaciones de la recta. Definimos nuevas coordenadas:

Yo =Xo+ X1, Zo=X0—X1

Y1 =X2+X3, Z1=X2—X3
Y2 = X4
La relacién inversa para las dos primeras variables es xg = 3(yo + z0) y x1 = 3(yo — 20).
Evaluando la suma de sus cubos:

1

1
X+ 25 = g ((yo +20)> + (yo — 20)°) = Z(yg +3y0z))



Aplicando el mismo desarrollo a x», x3, la ecuacién de X en el nuevo sistema de coordenadas
es:
3 2, .3 2 3
Yo +3Yozy + Yy +3y1z7 +4y;, =0

La recta Ly ahora estd dada por el ideal I = (yo, y1, y2).
Consideremos la proyeccién racional 7 : P* --> P2 con centro en Lo, dada por:

(Yo y1:Yy2:20:21) = (Yo : Y1:Y2)

Para un punto genérico y = (yo : ¥1 : y2) € P2, la fibra 7~ !(y) en P* es un plano afin I1,, = P?
que contiene a Lg. Podemos parametrizar los puntos de este plano usando coordenadas
proyectivas internas (zo : z1 : w), donde las coordenadas en P4 se recuperan como (wyo :
WY1 WY2 20 ¢ Z1)-

Sustituimos esta parametrizacion del plano I, en la ecuacién de X:

(wyo)3 + 3(wy0)z§ + (wy1)3 + 3(wy1)z% + 4(wy2)3 =0

Factorizamos w:
w 3yoz§ + 3ylz% + wz(yg’ + yf + 4y§’)] =0

El factor w = 0 corresponde a la recta base Lo. El factor residual define una cénica C, en el
plano ITy:
Cy: 3yoz(2) + 3ylz% + wz(yg’ + yf + 4y§’) =0

Esto demuestra que X es birracional a un haz de cénicas sobre P2.

Para parametrizar el haz de cénicas mediante funciones racionales, la cénica genérica C y
(vista como una curva sobre el campo de funciones de la base K = C(y1/yo, ¥2/y0)) debe
tener un punto K-racional.La ecuacién de la cénica es de la forma Az(z] + Bz% + Cw? = 0.
Estableciendo z; = 0, buscamos una solucién para 3y025 + (yg’ + yf + 4y3)w? = 0.Haciendo
w = 1, requerimos que exista un elemento f tal que:

3y0ﬁ2 + (yg + y? + 4y§') =0

Esta condicién define una superficie algebraica S € P3 con coordenadas (yo : y1 : ¥2 : f).
Como el polinomio es homogéneo de grado 3, S es una superficie ctibica suave.

Notemos el campo de funciones C(S) es una extensién puramente trascendente de grado
2, C(S) = C(Sl, 52).

Consideremos la proyeccién natural p : S — P? dada por:

pWo:y1:y2:P)=Wo:y1:Yy2)

Dado un punto genérico (yo : y1 : ¥2) € P?, la ecuacién cuadratica 3yof? = —(yg’ + yi’ +4y3)
tiene exactamente dos soluciones distintas para . Por lo tanto, el morfismo p tiene grado 2.Al
realizar el cambio de base del haz de cénicas a través de p, obtenemos el producto fibrado
Xs = X Xp2 5.Sobre el campo de funciones C(S), la cénica genérica ahora posee un punto
racional explicito P = (B, 0, 1). Proyectando desde este punto racional P, la cénica se vuelve
isomorfa a P;rl:(sy parametrizada por un nuevo generador trascendente ¢.Algebraicamente,
esto significa que la variedad Xs es birracionalmente equivalente a S X P!. Dado que S es
racional (birracional a P?), tenemos una equivalencia birracional completa:

WP = P2 x Pl X



Esta aplicacion W tiene grado 1.
Finalmente, la aplicacién racional dominante buscada @ : P3 --» X se define como la
composicién de W con la proyeccién canénica p1 : Xs — X:

@:plo\y

Dado que p es el pullback geométrico inducido por p, hereda el grado de p.Como deg(\W¥) = 1
y deg(p1) = deg(p) = 2, se concluye formalmente que la aplicacién dominante @ : P3 --» X
tiene exactamente grado 2. .

Sean t un elemento trascendente sobre el campo k y u € k(t) dado por la funcién racional
_ )

=0

Lema 2.2 El elemento t es algebraico sobre k(u). Especificamente, t es raiz del polinomio f(X) =
p(X) —uq(X) € k(u)[X]. El grado de la extension [k(t) : k(u)] es exactamente n = degp.

Demostracion. Consideremos el polinomio en la variable X con coeficientes en el campo k(u):

f(X) =p(X) —uq(X) € k(u)[X]
Evaluando este polinomio en X = t, obtenemos:

f)=p(t) —uq(t) = pt) - %q(t) =0

Obteniendo que t es efectivamente raiz de f(X), lo que demuestra que f es algebraico sobre
k(u).

Analicemos el grado de f(X) como polinomio en X. El coeficiente de X” en f(X) es de la
forma a,, —ub,,, donde a,, y b;, son los coeficientes de X" en p(X) y q4(X) respectivamente.Dado
que t es trascendente sobre k, u = p(t)/q(t) no pertenece a k. Como u ¢ k, el coeficiente principal
ay — ub,, nunca puede anularse (pues a,,, b, € k).En consecuencia, no hay cancelaciéon de
términos de mayor grado, y el grado de f(X) es exactamente:

deg, f(X) = max(degp, degq)

Por la hipétesis de que n = deg p > deg g, concluimos que degy f(X) = n.

Para demostrar que el grado de la extension [k(t) : k(u)] es exactamente 7, es necesario
y suficiente probar que f(X) es irreducible en k(u)[X], lo cual lo convierte en el polinomio
minimo de t sobre k(u).

Para hacer esto, observemos que el anillo de polinomios k[u, X] es isomorfo a k[X][u].
Visto en k[X][u], podemos reescribir nuestra expresién como un polinomio en la variable u con
coeficientes en el dominio de factorizacién tinica k[ X]:

F(u) = —q(X)u + p(X)

Este es un polinomio de grado 1 en la variable u. Un polinomio lineal A - u + B sobre un
dominio de factorizacién tinica es irreducible si y solo si sus coeficientes A y B son coprimos.Por
hipétesis, p(X) y g(X) son polinomios coprimos en k[X]. Es decir:

ged(=q(X), p(X)) =1



Por lo tanto, el polinomio F(u) es primitivo como elemento de k[ X][u], y al ser de grado 1 en u,
es irreducible en k[ X, u].

Ahora aplicamos el Lema de Gauss A.2. Dado que k[u] es un dominio de factorizacién tinica
y k(u) es su campo de fracciones, un polinomio en k[u ][ X] es irreducible en k(u)[X] si y solo si es
irreducible en k[u, X] (y primitivo respecto a k[u]). Como hemos demostrado que p(X) —uq(X)
es irreducible en k[u, X], se sigue directamente que f(X) es irreducible en k(u)[X]. [

Teorema 2.3 — Teorema de Luroth. Sea k un campo y t una variable trascendente. Si L es una
extension de cuerpos tal que k C L C k(t), entonces existe u € L tal que L = k(u).

Demostracion. Dado que k C L C k(t), existe al menos un elemento v € L\ k. Como v €

k(t), podemos escribirlo como una funcién racional v = % con p1,q1 € k[X] coprimos y
max(deg p1,degg1) > 1. Por el Lema 2.2, sabemos que [k(t) : k(v)] = max(deg p1,degq1) < oo.
Como k(v) € L C k(t), la extension torre nos dice que L también es una extensién finita

sobre k(v), y mds importante, k(f) es una extension finita sobre L. Sea este grado:
d=[k(t):L]

Como la extension k(t)/L es finita, t es algebraico sobre L. Sea m(X) € L[X] el polinomio
minimo moénico de t sobre L. Por definicién, el grado de este polinomio es:

deg, m(X) =d
Escribamos explicitamente a m(X):
m(X) = X4y X 4k X + ¢

donde ¢; € L. Como ¢ es trascendente sobre k, su polinomio minimo no puede tener todos sus
coeficientes en k. Por lo tanto, existe al menos un indice j tal que c¢; € L\ k.Elijamos a este
coeficiente como nuestro candidato a generador:

u= C]'
Como u € L C k(t), podemos escribir u = % donde p(X), q(X) € k[X] son polinomios

coprimos. Sea:
n = max(degp, degq)

Nuevamente, por el Lema 2.2, sabemos exactamente que:
[k(t) : k(u)] = n

Dado que k(u) € L C k(t), por multiplicatividad de grados tenemos:
n=d-[L:k(u)]

Nuestra meta a partir de aqui es demostrar que n = d, lo cual forzard a que [L : k(u)] =1y,
por lo tanto, L = k(u).
Consideremos el polinomio que anula a t sobre k(u):

f(X) =p(X) —uq(X) € k(u)[X]



Sabemos que f(t) = 0. Como u € L, entonces f(X) € L[X]. Al ser m(X) el polinomio minimo
de t sobre L, m(X) divide a f(X) en L[X]. Esto ya implica que d < n.

Para probar la igualdad, pasemos al anillo bivariado k[t, X]. Cada coeficiente ¢; € L de
m(X) es una funcion racional ¢;(t) = Z:—g; (en forma reducida). Sea b(t) € k[t] el minimo comun
multiplo de todos los denominadores b;(t). Definimos:

M(t, X) = b(t)m(X) € k[t, X]

Al multiplicar por el minimo comtin multiplo, nos aseguramos de que el maximo comun divisor
de los coeficientes de M(t, X) (visto como polinomio en X con coeficientes en k[t]) sea 1. Por lo
tanto, M(t, X) es un polinomio primitivo en k[¢][X].

Analicemos el grado de M(t, X) respecto a la variable t. El coeficiente del término X/ en

M(t, X) es b(t)c;(t) = b(t)%. Como M(t, X) € k[t, X], el polinomio g(t) debe dividir a b(t)p(t).
Alser ged(p, q) =1, q(t) debe dividir a b(t), luego b(t) = q(t)h(t) para algan h € k[t].

1. El coeficiente principal de X% en M es b(t), por lo que deg, M > degb > deg .

2. El coeficiente de X/ en M es h(t)p(t), por lo que deg, M > deg(hp) > deg p.Por lo tanto,

concluimos rigurosamente que:
deg, M(t, X) > max(degp,degq) =n
Definamos ahora un anélogo limpio de denominadores para f(X):

E(t, X) = p(X)q(t) — p(t)q(X) € k[t, X]

Notemos que F(t,t) = p(t)q(t) — p(t)q(t) = 0. Ademas, los grados méximos por variable estan
acotados por la construccién de p y g:

deg, F(t,X)<n y degyF(t,X)<n

Como m(X) dividea f(X)en L[X],y f(X) = F;t(’t})(), entonces m(X) divide a F(t, X) en el campo
de fracciones k(t)[X].Dado que M(t, X) = b(t)m(X), M y m difieren solo por una unidad en
k(t), por lo que M(t, X) también divide a F(t, X) en k(¢)[X].

Apliquemos el lema A.3, como M(t, X) es primitivo en k[¢][X] y divide a F(t, X) en k(t)[X],

debe dividir a F(t, X) directamente en el anillo k[t, X]. Es decir, existe Q(t, X) € k[t, X] tal que:

F(t, X) = M(t, X)Q(t, X)
Igualando los grados respecto a la variable ¢ en la factorizacién obtenemos:
deg, F = deg, M + deg, Q

Sabemos que deg, F < n 'y que deg, M > n. La tinica forma de que esta ecuacién se sostenga en
los nameros naturales es que se den las igualdades:

deg,F=n, degM=mn, y deg, Q=0

Que deg, Q = 0 significa que el factor Q no depende de ¢, es decir, Q(t, X) = Q(X) € k[X].
Ahora sustituimos Q(X) en la factorizacién original:

F(t, X) = M(t, X)Q(X)

10



Si observamos esta igualdad como polinomios en la variable ¢, el polinomio Q(X) debe ser un
divisor comun de todos los coeficientes de F(t, X).

Desarrollando F(t, X) = p(X)q(t) — g(X)p(t), vemos que sus coeficientes en t son combina-
ciones lineales de p(X) y q(X). Como elegimos p(X) y g(X) para que fueran coprimos en k[X],
su maximo comun divisor es 1.

En consecuencia, Q(X) tiene que dividir a 1, lo que implica que Q(X) es simplemente una
constante no nula c € k.

Si Q es constante, deg,, Q = 0. Igualando ahora los grados respecto a X:

degy F = degy M + degy Q

Como F(t, X) es antisimétrico (F(f, X) = —F(X,t)), su grado respecto a X es igual a su grado
respecto a t, el cual es n.

Por otro lado, el grado de M(t, X) respecto a X es exactamente el grado del polinomio
minimo m(X), que es d.Sustituyendo los valores:

n=d+0 — n=d

3. Ejemplos y aplicaciones.
Supongamos que, tenemos una curva racional afin dada por:

_pn) - _palt)
n®’ 7T a0

donde los polinomios son coprimos en cada fraccion.

Geométricamente, afirmar que una curva afin irreducible C ¢ A? es parametrizable por
funciones racionales equivale a postular la existencia de una aplicacién racional dominante
Al --> C. Usando la equivalencia de categorias 1.2, este morfismo induce un encaje inyectivo
entre sus campos de funciones, estableciendo la contencién k(C) < k(t). A priori, estainmersiéon
tnicamente clasifica a C como una curva uniracional.

Es precisamente en este escenario donde el Teorema de Liiroth 2.3 ejerce su papel: nos
asegura que cualquier subextension de k(t) que trascienda estrictamente al campo base k es
forzosamente una extensiéon puramente trascendente. Dado que C tiene dimensién 1, su campo
de funciones k(C) no se reduce a k, por lo que se concluye de manera ineludible que k(C) = k(s)
para algtn pardmetro generador s € k(t).

Consecuentemente, el teorema nos garantiza que no solo existe una parametrizacién, sino
que siempre es posible elegir un pardmetro algebraicamente 6ptimo que defina una parame-
trizacién propia (birracional), garantizando una correspondencia uno a uno en casi todos los
puntos y la existencia de una inversa racional s = h(x, y).

Queremos encontrar el ideal de la curva Ic = ker(¢) C k[x, y].

Proposicion 3.1 Consideremos el ideal | en el anillo polinomial grande k[t, x, y, w] definido por las
ecuaciones de los numeradores y la inversion de los denominadores:

] ={q1(t)x = p1(t), 2(t)y — p2(t), 1 —w - q1(t)q2(t))
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Entonces, el ideal de la curva C se recupera mediante eliminacion cldsica:
Ic =] Nk[x,y]

Demostracion. Sea f(x,y) € [Nk[x,y]. Al pertenecer alideal | C R, existen polinomios A, B, C €
k[t, x,y, w] tales que podemos expresar f como la combinacién lineal:

fx,y) =A-(q(t)x = pi(t)) + B - (q2()y — p2(t)) + C - (1 — wqr(t)q2(t))

Consideremos el homomorfismo de evaluacién ¢ : k[t, x, y, w] — k(t) definido por las siguien-
tes sustituciones en el campo de fracciones:

c o S 1
qi(t)’ 4 72(t)’ q1(t)qa(t)”

t—t

Aplicando este homomorfismo alos generadores de |, observamos que todos se anulan:g1(t) (’;1—8) -

p1(t) = 0g2(t) (Z;—g;) — pa(t) = 01 - (m) g1(t)g2(t) = 1 =1 = OPor lo tanto, al aplicar ¢ a
toda la expresion de f(x, y), obtenemos:

f(m_<f> p2(t)
q1(t)" qa(t)

Dado que f se anula al evaluarse en la parametrizacién de la curva, concluimos formalmente
que f € Ic.
Sea f(x,y) € Ic. Por definicién, sabemos que:

):(P(A)'0+<P(B)'0+(P(C)'0=0

f(m_(f) p2(t)
1) 9a(t)

) =0 enk(t)

Ahora, operando en el anillo de polinomios con coeficientes en el campo k(t)[x, y], podemos
realizar una expansién de Taylor polinomial de f(x,y) centrada en el punto de evaluacién

Pl p2 ., ., .
(q_1’ %). Al saber que la evaluacién en ese punto es 0, la expansién nos garantiza que f(x, y)

pertenece al ideal generado por las diferencias:

Pl(t) _ pZ(t)>
MO0 k(H)[x,y]

f(x,y)e<x—

Esto significa que existen funciones racionales Hi(t, x, y) y Ha(t, x, y) con denominadores que
dependen tnicamente de q1(t) y 42(t) tales que:

H H
Fl,y) = = (qix —p1) + — - (q2y — p2)
q1 q2

Para llevar esta ecuacion de k(t)[x, y] al anillo polinomial k[t, x, y], multiplicamos ambos la-
dos por una potencia suficientemente alta N del producto gi1(t)g2(f) para limpiar todos los
denominadores de % %. Obtenemos:

(192" f(x, y) = A(t, x,y) - (q1x = p1) + B(t, %, ) - (q2y — p2)
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donde A, B € k[t, x, y]. En este punto interviene la variable w. En el anillo k[¢, x, y, w], consi-
deramos la identidad algebraica:

N-1

1- @)V = (1-waig2) ) (@q192)*
k=0

Lo cual implica que existe un polinomio D € k[t, x, y, w] tal que:
1= (wqig2)™ + D - (1 - wqiq2)
Multiplicamos el polinomio f(x, y) por 1 utilizando esta tltima identidad:
feey) = fx,y) [(@qig2)" + D - (1 - wqago)]

fle,y) =N [(q1g2™ fox, )] + f(x, y)D - (1 - wq1q2)

Sustituimos la expresion libre de denominadores de (9192)N f(x,y) que obtuvimos anterior-
mente:

fx,y)=wV[A-(qix—p1)+B-(qoy —p2)] + fD - (1 —wq1q2)
fx,y) = @NA) - (q1x = p1) + @"B) - (q2y — p2) + (fD) - (1 = wq142)

Dado que cada uno de los términos de la suma es un multiplo en k[, x, y, w] de uno de los tres
generadores del ideal J, hemos demostrado que:

flx,y)e]

Como el polinomio f original dependia exclusivamente de x e y, se sigue trivialmente que
f € ] N k[x,y].Al demostrar ambas inclusiones, queda rigurosamente establecido que Ic =

J N kl[x,y]. [ |

= Ejemplo 3.1 Consideremosla parametrizacién racional estdndar dela circunferencia unitaria
sobre k = Q. Sabemos geométricamente que su ecuacién implicita es x? + y*> — 1 = 0, pero
asumamos que solo conocemos su forma paramétrica proyectando desde el punto (-1, 0):

1+ 2t
)= vW=1p5
Identificamos inmediatamente los polinomios numeradores y denominadores de nuestra
parametrizacion:
1. p(t)=1-+#2
2. qi(t) =1+¢2
3. pz(t) =2t

4. gp(t) =1+¢2
Trabajamos en el anillo de polinomios extendido Q[w, t, x, y]. Aplicando directamente la
proposicién, construimos los tres generadores del ideal ]J.El primer generador limpia el
denominador de x:

gi=qx—pi) =1 +tHx -1 -t =x+xt? -1+ =t (x + 1) +x -1
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El segundo generador limpia el denominador de y:

©=pty-p(t)=A+2)y -2t =yt* -2t +y

El tercer generador introduce la variable w para forzar la inversién del producto de los
denominadores g1(f)q2(t), asegurando que no estamos evaluando en las raices t = +i donde
la parametrizacién no estéd definida:

G=1-w-q1()q2(t) = 1 —w(@ + )1 +t?) = 1 —w(1 +2t* + t*)
Por lo tanto, el ideal es:
J={A+)x—-1-t?), A+t})y-2t, 1 —w(l +t*)?) c Qw,t,x,y]

Para eliminar las variables w y t, imponemos un orden monomial de eliminacién (como
el orden lexicografico) donde las variables a eliminar sean estrictamente "mayores"que las
variables de la curva: w >t > x > v.

Al calcular la Base de Grobner reducida G del ideal | bajo este orden, el Teorema de
Eliminacion asegura que los polinomios en G que solo dependen de x e y forman una Base
de Grobner para Ic.

En este caso particular, si realizamos las reducciones (o multiplicamos apropiadamente
combinaciones de g1 y §2), uno de los elementos resultantes en la base sera exactamente el
polinomio implicito, libre de t y w:

> +y?-1elc

Dado que este polinomio es irreducible, genera un ideal primo de dimensién 1, por lo que
Ic =(x*+y? - 1). .

Geométricamente, una parametrizacion racional ¢ : P! --» C dada por (x(t), y(t)) recorre
la curva C. Sin embargo, nadie garantiza a priori que la recorra una sola vez. Podria estar
envolviendo la curva multiples veces.

Definicién 3.1 — Grado algebraico de una aplicacion biracional. Sea K = k(x(t), y(t)) el campo
de funciones de la curva. La aplicacion ¢ induce una extension de campos K C k(t). El
grado topolégico del morfismo ¢ es exactamente el grado de la extension de campos:

d = [k(t) : K]

1. Sid =1, la parametrizacién es fiel (birracional) y la curva se traza una vez.
2. Sid > 1, la parametrizacién es impropia.

Liiroth no solo dice que K = k(s), sino que nos da el mecanismo para encontrar ese s. Afirma
que, sin importar qué tan enredada esté la parametrizacién original x(t), y(t), siempre existe
una funcién racional s = h(t) € k(t) tal que:

K = k(h(t))
Y por lo tanto, existen nuevas funciones racionales ¥, i/ tales que:

x(t) = 2(h(t)), y(t) = §(h(t))

14



donde la nueva parametrizacion s — ((s), 7/(s)) es estrictamente de grado 1.

Técnicamente, el generador /(t) se puede calcular directamente gracias a la estructura de la
prueba de Liiroth (especificamente usando el polinomio F(t, X) de la prueba del teorema 2.3),
mediante el cilculo del médximo comtn divisor en el anillo bivariado.

Proposicién 3.2 — Calculo de la Reparametrizacion. Sean x(t) = 51—8 yy(t) = 52—8. Consideremos
los polinomios en k(t)[Z]:

Ni(t, Z) = p1(Z2)q1(t) — p1(t)q1(Z)
No(t, Z) = p2(Z)qa2(t) — p2(t)g2(2)

El polinomio minimo de t sobre el campo K = k(x(t), y(t)) es un divisor del gcd(N1, N2) evaluado
en el campo racional. Los coeficientes de este mdximo comiin divisor (que no sean constantes en k)
son generadores de Liiroth h(t).

= Ejemplo 3.2 Consideremos

1-t* ) = 212
1+ 1A

x(t) =

Factorizamos. Para x(t):

Ni(t, Z) = pr(Z)q1(t) = pr(H)g1(2)
Ni(t,Z)=(1-ZHA + Y - (1-tH(1 + Z%)
Expandiendo y simplificando:
Ni(t,Z) =1+ttt = Z* =4 2Y - (1 + 2 -t - t*Z%
Ni(t, Z) = 2t* = 27% = =2(Z* — t*)
Podemos factorizar esta diferencia de cuadrados en la variable Z:
Ni(t, Z) = =2(Z% = 12)(Z? + )

Para y(t):
Na(t, Z) = p2(Z)qa(t) — pa(t)q2(Z)
No(t,Z) = 2Z%)(1 +t*) — 2t3)(1 + Z*)

Expandiendo:
No(t, Z) = 22% + 27%t* - 2t2 — 24274

Agrupamos inteligentemente para factorizar:
No(t, Z) = 2(Z% — t?) + 212 2% (% - Z?)
No(t, Z) = 2(Z% — t2) = 2827%(Z2% - 1?)
Nao(t, Z) = 2(Z% = t?)(1 - +2Z?)

Ahora debemos calcular el méximo comun divisor de N1 y N> en el anillo de polinomios
k(t)[Z]. Observando nuestras factorizaciones:
1. Ni(t,Z) = =2-(Z*> = t2) - (Z> + t?)
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2. No(t,2)=2- (2% -t?)- (1 -t2Z?)
Es evidente que el factor comtin de mayor grado respecto a Z es Z2 — t2. (El factor Z2 + > no
divide a 1 - t2Z7?).

Por lo tanto, el gcd(N7, N2) ménico es:

G(t,Z2) = 2% -2

La proposicién establece que los coeficientes de este polinomio gcd respecto a la variable Z
que no sean constantes en el campo base k nos daran el generador de Liiroth h(t).Escribiendo
G(t, Z) explicitamente como polinomio en Z:

G(t,2)=1-Z>+0-Z +(-t?)-Z°

El coeficiente independiente es —t2. Por lo tanto, salvo constantes multiplicativas o aditivas,
nuestro pardmetro de Liiroth, que genera la subextension exacta del campo de funciones, es:

s =h(t) =t

= Ejemplo 3.3 — Curva de Ocho de Gerono. La curva de Ocho de Gerono se define como:
x(0) = —cos(20)

y(0) = —sin(20) cos(20)

Aplicamos el cambio racional ¢ = tan (%), obtenemos:

—st+6s2-1 (s) = - 4s — 453 st —6s2+1 _457—2855+2853—4s
st 28241 ) (st +252+1 (s2+1)*

Aplicando la proposicién 3.2 tebemos
Ni(s, Z) = —8(Z2% = s2)(s*2% = 1) = =8(Z = s)(Z + s)(sZ = 1)(sZ + 1)

Para N(s,Z), en lugar de expandir polinomios de grado 8, usamos la teoria de raices.
Sabemos que el gcd(N1, N») estd formado por aquellas raices Z de Nj que también cumplen
y(Z) = y(s). Evaluamos las cuatro raices de Nj:

1. Z=s5s = y(s) = y(s) (Raiz valida).

2. Z=-s = y(-s) =—-y(s) # y(s) (Descartada, pues el numerador de y(s) es impar).

3. Z=1/s = y(1/s) = —y(s) # y(s) (Descartada tras evaluar).

4. Z=-1/s = y(-1/s) =-y(1/s) = =(-y(s)) = y(s) (Raiz valida).
Por lo tanto, las tnicas raices comunes son Z = s y Z = —1/s. El maximo comun divisor es
el polinomio que las contiene:

G(s,Z):(Z—s)(Z+§):Z2+(1_SSZ)Z—1

Tomamos este coeficiente (y para mayor familiaridad estética, lo invertimos y multiplicamos
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por 2, lo cual es valido pues genera el mismo subcampo):

= 2s
C1-s2
Hacemos la sustitucion (x(s), y(s)):
u? -1 2u(u? -1)
= YOS e

Esta parametrizacion en la variable u tiene grado topolégico 1. Traza la Curva en Ocho de
Gerono una tnica vez.

Ahora que contamos con una parametrizacién propia, podemos deducir la ecuacién
implicita de la curva mediante la eliminacién del pardmetro. Queremos encontrar el ideal de
la curva Ic = ker(¢) C k[x, y].

Por la proposicién 3.2, consideramos el ideal ] en el anillo polinomial grande k[u, x, v, w]
definido por las ecuaciones de los numeradores y la inversién de los denominadores:

J= ((u2 +1x - (w?-1), W@ +17°y -2u@w?-1), 1 -w(u?+ 1)3>

Entonces, el ideal de la curva C se recupera mediante eliminacién cldsica: Ic = JNk[x, y].
Si calculamos la base de Grobner para este ideal con un orden lexicografico tal que w > u >
x > vy, las variables auxiliares desaparecen. Obtenemos la ecuacién implicita original de la
Lemniscata de Gerono:
Ic = (x* = x* + y?)

Curva de Ocho de Gerono: x* — x2 + y? =0

0,5 Y

La siguiente gran implicacién es puramente de geometria birracional y se conecta directamente
con la teoria de curvas algebraicas proyectivas suaves. El Teorema de Liiroth es algebraicamente
equivalente al siguiente enunciado geométrico:

Teorema 3.3 Si una curva algebraica C admite un morfismo racional dominante desde P!, entonces
C es birracional a P!,

Esto parece intuitivo en dimensién 1, pero la justificacién técnica profunda proviene de la
férmula de Riemann-Hurwitz, donde la extensién de campos de Liiroth se revela como un
corsé topologico.

A. Algunos lemas técnicos.
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Lema A.1 Sea R un anillo conmutativo con identidad y sea {S;}icr una familia dirigida de subcon-
juntos multiplicativos de R. (Es decir, I es un conjunto parcialmente ordenado y para todo i,j € I,
existe k € I tal que S; C Sy y Sj C Sx).Sea S = U;er Si el supremo de esta familia de subconjuntos
multiplicativos.Entonces, existe un isomorfismo candénico de R-dlgebras:

limS;'R = SR
-

iel

Lema A.2 — Lema de Gauss. Sea R un dominio de factorizacion tinica y K su campo de fracciones.
Sea f(X) € R[X] un polinomio no constante. Entonces, f(X) es irreducible en R[X] si y solo si es
irreducible en K[ X] y es un polinomio primitivo.

Lema A.3 — Lema de Gauss version 2. Si un polinomio primitivo f(X) € R[X] se puede factorizar
en K[X] como el producto de dos polinomios no constantes f(X) = G(X)H(X) con G, H € K[X],
entonces existen polinomios g(X), h(X) € R[X] tales que f(X) = g(X)h(X), donde g y h son
miiltiplos escalares (por elementos de K) de G y H respectivamente.
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