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Capitulo 1

Fundamentos.

1.1. Fundamentos Logicos

En las matematicas existen varias familias de conjuntos con ciertas propiedades y de funciones
que las preservan, por ejemplo los grupos y los Homomorfismos, los conjuntos y las funciones, los
espacios topoldgicos y las funciones continuas, las variedades diferenciables y las funciones suaves.
Cada uno de estos ejemplos es una categoria. En este capitulo empezamos dando la definicién de lo
que es una categoria y algunas construcciones importantes.

Clases y Universo Desde el descubrimiento de la paradoja de Russell, que muestra que aceptar
como conjunto al conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si mismo como miembros,
se llega a una contradiccién légica, se abri6 un debate que condujo a la formulacidn de la Teoria de
conjuntos bajo los axiomas de Zermelo-Fraenkel. En nuestra situacion, para la teoria de categorias,
vamos a exponer los fundamentos para poder hablar de una manera formal situaciones como la
coleccién de todos los grupos o la coleccidn de todos los conjuntos.

Definicion 1.1.1 — Universo. Un universo es un conjunto U con las siguientes propiedades:
l.xey,yeU — xeU.
2.1eUyViel,xieU = UjgxicU.
3.xeU— P(x)el.
4. xe Uy f:x—yfuncién sobreyectiva -y € U.
Donde #(x) denota el conjunto potencia de x.

Una consecuencia directa de la definicién es lo siguiente:

R Las siguientes afirmaciones son vélidas para un universo U:

1. xeUyyCuxentoncesy € U.
2. x,y € U entonces {x,y} € U.
3. x,yeUentoncesxxyecU.

4. x,y € U entonces x¥ € U.

Donde x’ := {f C y x x| f es funcién}. Con esto, necesitaremos el axioma de la existencia de un
universo.
[| Definicion 1.1.2 — Existencia de un universo. Cada conjunto esta dentro de algiin universo.

Como convencidn tenemos.
Definicién 1.1.3 — Universo de conjuntos pequeiios. Fijaremos un universo U y denominare-
mos conjuntos pequenos a los elementos de U.
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De esta manera, usando el axioma (1.1.2) tenemos la siguiente observacion.

R ) Existe un conjunto S con la propiedad de que x € S si y s6lo si x es un conjunto pequefio.

Por dltimo, vamos a usar la teoria de Godel-Bernays, introduciremos la nocién de clase. Para ello
introduciremos los siguientes dos axiomas.

Definicién 1.1.4 — Axioma de Clase. Una clase es un conjunto si y sélo si estd contenido en
alguna otra clase

Definicién 1.1.5 — Axioma de Esquema de Comprensién. Si ¢(xj,---,x,) es una férmula
bien formada donde la cuantificacién ocurre en un conjunto de variables, entonces existe una
clase A tal que (x1,---,x,) € A siy sélo si ocurre ¢ (xy,- - ,x,)

Gracias al axioma (1.1.5) tenemos una manera formal para la creacién de una clase a partir de una
férmula bien formada, donde se cuantifica en un conjunto de variables. Por ejemplo, podemos crear
una clase Grp tal que (G,+) € Grp siy sélo si (G,+) es un grupo, suponiendo que el conjunto
de variables esta en un universo U. Dicho de otra manera, si se supone la existencia de universos,
entonces los axiomas (1.1.2) y (1.1.5) de la teoria de Gddel, establece que puede usar los elementos
del universo U de la convencion dada, para crear clases y son precisamente los subconjuntos de U,
aquellos que serdn considerado como clases, entonces tenemos un modelo de la teoria de Godel
para formar las colecciones de conjuntos grandes. Como convencidn adicional a los subconjuntos
de U, se les denominard clases y a los conjuntos pequefios, se les denominara conjuntos. Con estas
ideas desarrolladas estableceremos la teoria de categorias en la siguiente seccion.

1.2. Categorias: Objetos y Morfismos.

Definicion 1.2.1 — Categorias. Una categoria A consiste en lo siguiente:

1. Una Clase Ag. A los elementos de Ag les llamaremos objetos de la categoria.

2. Para cada par de objetos A, B, un conjunto A(A, B). A los elementos de Homy (A, B) les
Ilamaremos morfismos o A-morfismos de A a B
Una Clase A que contiene a todos los conjuntos de forma Homy (A, B), con A,B € A
Para todo A, B, C objetos, existe una funcién llamada ley de composicidn, definida en el
conjunto de morfismos

»

Homy (A, B) x Homy (B,C) — Homy (A,C)

donde para cada pareja (f,g) la composicion lo denotamos como go f 6 simplemente gf.
Esta composicion satisface lo siguiente:
a) (Axioma de Identidad): Para cada objeto A, existe un morfismo Idy € Homy (A,A)
llamado identidad tal que , para cada morfismo f € Homy (A, B) y cada morfismo
g € Homy (C,A) se satisface

fIda = f, Idag=¢

b) (Axioma de Asociatividad): Para todo morfismos f € Homy (A, B),g € Homy (B,C) ,h €
Hom, (C, D) la siguiente igualdad se cumple:

h(gf) = (hg)f

m Ejemplo 1.1 — Categoria de Conjuntos. La categoria de Conjuntos, denotado como Set, donde
los objetos son conjuntos y los morfismos son funciones. "
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m Ejemplo 1.2 — Categoria de espacios topolégicos. La categoria de Espacios Topoldgicos,
denotado como Top, donde los objetos son espacios topolégicos y los morfismos son funciones
continuas. "

m Ejemplo 1.3 — Categoria de Grupos. La categoria de Grupos, denotado como Grp, donde los
objetos son grupos y los morfismos son morfismos de grupos. "

m Ejemplo 1.4 — Categoria de espacios vectoriales. La categoria de Espacios Vectoriales bajo un
campo k, denotado como K-Vec, donde los objetos son k-espacios y los morfismos son funciones
k-lineales. =

m Ejemplo 1.5 — Categoria de Matrices. Sea Ay = N, R un anillo y los morfismos de n a m son
las matrices con entradas en R, con n filas y m columnas, es decir Homy (n,m) = M,;»,»(R), en
este caso la composicién se define como el producto de matrices, es decir M, (R) X My q(R) —
M,ix4(R); (A,B) — AB 'y la identidad es la matriz identidad I, € M, x,(R) = A(n,n). n

Definicion 1.2.2 — Morfismos especiales. Sea C una categoria y f : A — B un morfismo,
decimos que f es:
1. Monomorfismo, si satisface la siguiente propiedad; para cada par de morfismos g,h:C — A
tal que fog = fohimplica g = h.
2. Epimorfismo, si satisface la siguiente propiedad; para cada par de morfismos g,h: B — C
tal que go f = ho f implica g = h.
3. Bimorfismo, si es monomorfismo y epimorfismo.
4. Seccion, si existe g : B — A tal que go f = Idya, en este caso g se llama retraccion.
5. Isomorfismo, siexiste g: B — A tal que go f =1da, fog=1dp.
Ademds, un morfismo f : A — A se denomina endomorfismo, y cuando f: A — A es un
isomorfismo se denomina automorfismo.

m Ejemplo 1.6 Tomemos un grupo G, se puede ver como una categoria en la cual solo hay un
objeto Ay = {*} y el conjunto de morfismos para {x} es ¢ (x,*) = G con la ley de composicion es
la multiplicacién del grupo, la identidad es el elemento identidad del grupo. Segun la definicion
(1.2.2), tenemos que en esta categoria todo morfismo es un isomorfismo, motivando la siguiente
definicion. "

Definicién 1.2.3 — Grupoide. Una categoria C se llama grupoide si todo morfismo es un
isomorfismo.

» Ejemplo 1.7 — Categorias inducidas por 6rdenes. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <)
se puede ver como una categoria X donde los objetos son los elementos de X, es decir Xy = X, y
los morfismos X(x,y) son un conjunto con un elemento cuando x <y, en tal caso lo denotamos por
fxy 6 €l conjunto vacio en otro caso. Algunas categorias importantes son la siguientes:

1. Categoria discreta. Esta inducida por un conjunto / y la relacién de igualdad. En esta
categoria el conjunto Homy (a, b) consta de un solo elemento si y sélo si a = b mientras que
en otro caso es vacio.

2. Categoria de abiertos. Si consideramos (X, T) un espacio topoldgico entonces 7 junto a la
inclusion es un espacio topolégico y entonces puede verse como una categoria y es denotado
como O(X).

Ejercicio 1.1 — Propiedades de Morfismos. Muestra que en una categoria, son vélidos las
siguientes afirmaciones:
1. Laidentidad es un isomorfismo.
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2. La composicién de isomorfismos es un isomorfismo.
3. Un isomorfismo es un bimorfismo, pero en general no todo bimorfismo es un isomorfismo.
4. Si una seccidén es un epimorfismo entonces es un isomorfismo.

Del ejercicio anterior tenemos que todo isomorfismo es bimorfismo, sin embargo, existen categorias
donde los bimorfismos no son isomorfismos. Por ejemplo consideremos la categoria Z — Alg
donde los objetos son anillos y los morfismos son homomorfismos de anillos. Consideremos el
morfismo inclusion i : Z — Q, este morfismo es monomorfismo y epimorfismo, pero i no puede ser
isomorfismo ya que Z no es un campo y Q si es un campo.

Definicién 1.2.4 — Categorias balanceadas. Una categoria en la cual todo bimorfismo es un
isomorfismo se le llama categoria balanceada.

Una forma visual de representar los morfismos y su composicion es mediante diagramas,
por ejemplo consideremos una categoria C y un morfismo f € C(A,B) el morfismo f se puede
representar como sigue: f : A — B, la ley de composicién de dos morfismos se puede representar
como sigue:

De manera mds general, decimos que un diagrama conmuta si coinciden las leyes de composicién,
por ejemplo consideremos el siguiente tridngulo:

A— " B
N
C

Decimos que el tridngulo conmuta si se satisface g o f = h. Otro ejemplo, para que el cuadrado
siguiente conmute:

A— T B
hl lg
C——D

Se debe satisface la siguiente identidad go f =ioh.

m Ejemplo 1.8 — Categoria de diagramas. Consideremos una categoria C, la categoria de
C-morfismos es definido:
1. Objetos: Los C-morfismos (f: A — A)
2. Morfismos : Un morfismo de (f: A — A’) a(g: B— B’) es un par de C-morfismos (u: A —
B,v: A’ — B’) tal que conmuta el diagrama:
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Existe una ley de composicién definida:

/!

A—"~B-—"—C
bl

A —— B ——

Entonces la ley de composicion es («/u: A — C,v'v: A’ — C’), uno puede verificar facilmente que
satisface los axiomas de asociatividad y de identidad, donde la identidad es (Ids: A — A, Idy: A" —
A’). Esta categoria de diagramas es un caso especial de una categoria mds general llamada categoria
coma. [ ]

m Ejemplo 1.9 Sea C una categoria, fijemos un objeto I € Cy la categoria de morfismos bajo I,
denotado como C/I, es la categoria donde los objetos son morfismos de la forma (f:A —1),yel
morfismo de dos objetos dentro de esta categoria es un C-morfismo tal que conmuta el tridngulo

A—>B

N

Asi como en la categoria de diagramas, la ley de composicion estd dada por el siguiente diagrama
conmutativo:

A—“sBp_“,C
\lg/
f h

1

Uno puede verificar que es una categoria, ademds observemos que el diagrama es equivalente a este
diagrama:

/

A—Y5sB-YsC

ok

I*>I*>I

Entonces esta categoria se puede ver como una subcategoria de la categoria de diagramas. "

Proposicion 1.2.1 — Lema del cubo. Considere el siguiente diagrama, si cinco de los seis lados
del cubo conmutan excepto la parte superior y A4 — Ag es un monomorfismo. Entonces la parte
superior conmuta tambien.

Ay Ay

(1.1)
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Definicién 1.2.5 — Subcategoria. Sea C una categoria, una subcategoria D de C consiste en lo
siguiente:
1. Una subcoleccion de objetos de C llamado Sy
2. Una subcoleccién de morfismos S de C de tal manera que:
a) Para cada morfismo f: A — Ben S, implicaque A,B € Sy
b) Para cada objeto A € Sy, Id estien S
¢) Si f,g son morfismos que estdn en S tal que la composicion estd definida, entonces
gofestienS

m Ejemplo 1.10 Consideremos la clase k-VecFin cuyos objetos consisten en espacios vectoriales
de dimensidn finita y los morfismos son los mismos morfismos que en k-Vec. Entonces k-VecFin
es una subcategoria de k-Vec. "

Otros ejemplos sencillos son la categoria de grupos abelianos como subcategoria de grupos, la
categoria de espacios de Hausdorff como subcategoria de espacios topoldgicos, la categoria de
diagramas bajo un objeto fijo / como subcategoria de diagramas.

1.3. Funtores y Trasformaciones Naturales.

Consideremos la categoria K-VecFin, en la teoria de espacios lineales de dimension finita,
tenemos los siguientes resultados que se pueden revisar en [1]:

1. Todo espacio vectorial tiene base.

2. Dado V un espacio vectorial de dimension finita, digamos n, al fijar una base 3 entonces
existe un isomorfismo no canénico V = K". De esta manera, si W es otro espacio vectorial
de dimensién m con base 7, para toda funcién f: V — W que es K-lineal, existe una tnica
matriz [f ]% tal que el siguiente diagrama conmuta:

V—— K"

| |rw=inpe

W?>K”1

Con estas dos propiedades, tenemos que desde la perspectiva de la categorias hay una relacién
estrecha entre la categoria K-VecFin y la categoria de matrices A(K) (1.5) sobre K, més atin,
si f:V—=Wyg:W — T son funciones K-lineales en espacios vectoriales de dimension finita,
entonces se puede probar que:

[go f]= [g]* (/]

Relacionar objetos y morfismos entre dos categorias es un fenémeno muy natural que se produce
en el &mbito matemdtico, de alli la necesidad del concepto de funtor.

Definicién 1.3.1 — Funtor. Sean A,B dos categorias. Un funtor .# de A a B, denotado como
Z . A — B, consiste en lo siguiente
1. Una funcién entre la clases objetos Ay — By que a cada A € A le asigna un objeto
F (A) € By
2. Para cada par de objetos A,A’ de A existe una funcién de conjuntos Homy (A,A”) —
Homg (.7 (A),.7 (A")) tal que satisface las siguientes identidades:
a) F(gof) = F(g)o Z(f)
b) Para cada objeto A € A, F (Idx) = Id #(4)

m Ejemplo 1.11 — Algebra Lineal sobre espacios vectoriales de dimensién finita. Sea Cg la
categoria cuyos objetos consisten en parejas (V, By ), en donde V € K-VecFiny By C V es una base.
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Ademds, tenemos que Homc, ((V,Bv), (W, Bw)) = Homg (V,W) y la composicion usual. Podemos
construir un funtor .7 : Cx — A(K), como sigue:

1. A cada pareja (V, By) es enviado al nimero natural n = dimg V.

2. Para cada morfismo f: (V,) — (W, 7) es enviado a la matriz [f]% € Myxn(K).

Definicién 1.3.2 — Composicién de funtores. Sean .%: A — By 4: B — C dos funtores,
definimos el funtor 4 o.# : A — C con las siguientes reglas de asignacion:

1. Para cada objeto A € A lo enviamos a 4(.7 (A)) € C.

2. Paracada morfismo f: A — A’ lo enviamos al morfismo ¥ (% (f)): 9(#(A)) -9 (F (A")).

Dualidad En categorias, existe el siguiente concepto de dualidad, tomemos una categoria C
definimos su dual como la categoria donde los objetos son los objetos de C y un tinico morfismo
f*: B — A esta definido para cada morfismo f : A — B, esta categoria generalmente se denota
como C°P. La definicién de funtor es llamado también funtor covariante, usando la categoria
opuesta podemos definir funtor contravariante como el funtor .% : C — D?, en términos de la
categoria D tenemos que se satisface .7 (go f) = % (f) o #(g), en términos puntuales, un funtor
7 : C — D es contravariante si se satisface la identidad anterior, un ejemplo de funtor contravariante
es Homc (—,A) : C — Set.

Notemos que la categoria dual de la categoria dual es (C’?)°” = C, siendo este el principio de
dualidad, es decir a toda definicién en términos de sus morfismos, le corresponde una definicién
dual, que consiste en la definicién con los morfismos invertidos. Por ejemplo:

Definicién 1.3.3 — Objeto inicial y terminal. En una categoria C un objeto / es inicial si
para todo objeto X, existe un unico morfismo f : I — X es decir que C(/,X) consta de solo
un elemento, dualmente un objeto F es final si para todo objeto X, existe un inico morfismo
g:X — F es decir que C(X, F) consta de solo un objeto. Un objeto cero es un objeto inicial
que es también un objeto final.

Ejercicio 1.2 Sea I un objeto inicial en A responde lo siguiente:
1. Seae: I — J un epimorfismo. ;J es un objeto inicial?.
2. Si .#: A — Besun funtor ;.% (I) es un objeto inicial?.
3. Responde las preguntas duales, para el caso de que / sea un objeto final.

, sea P una propiedad que puede cumplir un objeto, decimos que .# preserva P si para cada
objeto X que satisface P implica que .% (X) satisface la propiedad P, de la misma manera para
propiedades de morfismos. También decimos que .# refleja P si para cada objeto X tal que .7 (X)
satisface P implica que X satisface P, de la misma manera para propiedades de morfismos.

Definicién 1.3.5 — Funtores fiel y completos. Sea .% : A — B un funtor y las funciones:
A(AA") = B(F(A), F(A), f— Z(f)

para cada par de objetos A,A’ en A. Decimos que el funtor .% es:
1. Fiel, cuando las funciones mencionadas son inyectivas para todos los objetos A,A’.
2. Pleno, cuando las funciones mencionadas son sobreyectivas para todos los objetos A,A’.
A este tipo de funtores también se les conoce como funtores completos.
3. Isomorfismo cuando es fiel y pleno, ademds la funcién entre la clase de objetos Ay — By

| Definicién 1.3.4 — Propiedades preservada por funtores. Consideremos un funtor % : C — D
| es biyectiva.
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Ejercicio 1.3 — Propiedades sobre Morfismos Especiales y funtores. Muestra que son vélidas
las siguientes afirmaciones:

1. Todos los funtores preservan isomorfismos.

2. Un funtor fiel y completo refleja isomorfismos.

3. Los funtores fieles reflejan monomorfismos y epimorfismos.

Definicién 1.3.6 — Transformaciones naturales. Consideremos dos funtores .%,% : A — B,
una transformacién natural o : .# = 7 de .%# a . es una clase de morfismos (o4 : .# (A) —
H(A))aea de B indexado por objetos de A tal que cada morfismo f : A — A’ se tiene el
siguiente diagrama conmutativo en B

FA) — 2 #(A)
70 |

FA) — HA)

m Ejemplo 1.12 — Dualidad Lineal. Consideremos la categoria K-Vec, para cada espacio vectorial
V, denotamos el espacio dual lineal V* := Homg (V, K). Definimos la funcién bilineal estandar
como sigue:

by:V x vV — K, bv(v,f) = f(v)

Esta funcién induce una dnica funcién K-lineal oy : V — Homg (V*,K) = V** dado como oy (v) =
by (v, —). Es facil ver que la asignacién V — V** induce un funtor .% : K-Vec — K-Vec. Entonces
la familia oy forma una transformacién natural o¢: Idg.vec = & . n

m Ejemplo 1.13 — Conjunto Potencia. Existe un funtor contravariante &?: Set — Set dado por
las siguientes asignaciones:

1. A cada conjunto X lo enviamos al conjunto potencia & (X).

2. Si f: X — Y es una funcién, lo enviamos a la funcién imagen inversa f*: 2(Y) — Z(X).
Sea2={0,{0}}, y tenemos el funtor contravariante Homget (—,2) : Set — Set. Existe una trans-
formacion natural o : Homget (—,2) — & dado como sigue, para cada conjunto X, o : Z(X) —
Homget (X,2) es la funcion definida ax (A) = f*({{0}}). .

Ejercicio 1.4 Muestra lo siguiente:
l. a: & — Homge (—,2) es una transformacion natural.
2. Para cada conjunto X, Qx es una biyeccion.

Definicién 1.3.7 — Composicién vertical Natural. Sean .%#,¥, 5 : A — B funtores y conside-
remos las transformaciones naturales o : % = ¢, 3 : # = H. Definimos la transformacién
natural composicion vertical B o a: % = S como la familia {4 0 &4 }aca.-

Ejercicio 1.5 Muestra que la composicion vertical natural de dos transformaciones naturales, es
una transformacidn natural. u

Definicion 1.3.8 — Categorias pequenas. Una categoria C es una categoria pequefia cuando
su clase de objetos es un conjunto.

Proposicion 1.3.1 — La categoria de las categorias pequeiias. Las categorias pequefias y junto
con los funtores como morfismos entre ellas constituyen una categoria denotado como Cat.
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Proposicion 1.3.2 — La categoria de Funtores. Sea A una categoria pequefia y B una categoria.
Existe una categoria denotada como Fun(A,B) que consiste en:

1. Objetos: Como los funtores de A a B.

2. Morfismos: Como la transformaciones naturales a: .% = ¢.

3. Composicion: Como la composicion vertical natural.
Ademds, cuando B es pequeiia, entonces Fun(A,B) es pequeia.

Definicion 1.3.9 — Isomorfismo natural. Un isomorfismo natural es un isomorfismo o : % —
¢ en la categoria Fun(A,B).

Proposicién 1.3.3 Sea a: .% = ¢ una transformacion natural, entonces ¢ es un isomorfismo
natural siy sélo si para toda A € C el morfismo 4 es un isomorfismo en C.

Demostracion. Si o es un isomorfismo natural, entonces existe una transformacién natural f: & —
% tal que:

Boa=1dz, cof =Idy. (1.2)
Al tomar A € C un objeto, aplicando la definicién (1.3.7) tenemos:

Baocoa =1dz(a), 0taoPa=1dya (1.3)

obteniando que o4 es un isomorfismo por (1.3). Conversamente, supongamos que para toda A € C,
se cumple (1.3), basta mostrar que la familia {84 } acc es una transformacion natural, pues entonces
obtendriamos (1.2). Sea f: A — A’ un morfismo en C, entonces:

F(f)Br = Idzu)F(f)Ba
= BaawF(f)Pa, por (1.3)
= BaY(f)oaPa, por ser a una transformacion natural

= PBa¥(f), por (1.3)

por lo tanto 3 es una transformacién natural. |

m Ejemplo 1.14 Considerando el ejemplo (1.13), gracias a la proposicién (1.3.3) y el ejercicio (1.4)
tenemos un isomorfismo natural entre los funtores &2 = Homget (—, 2). =

Las transformaciones naturales usualmente suelen conocerse como la composicién vertical entre
funtores con las mismas categorias. Desde esta manera, la composicidn vertical es visto como:

A7>B:>A/\"B

Sin embargo, también es posible definir una transformacién natural para un par de transforma-
ciones naturales cuyos funtores admiten una composicién de funtores segin la definicién (1.3.2),
dicha composicién se denominard como composicidén horizontal, en referencia a la siguiente
representacion visual:

R Y Y
A B C—A C
N A N A N A
% @ 2%

Consideremos « : .# = ¢ una transformacion natural de funtoresde A aB,y a* : #* = ¢ una
transformacién natural de funtores de B a C, vamos a definir una transformacién natural de funtores
de F*F a9*9 como sigue:
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Sea X € Ay, entonces tenemos el B-morfismo ay : .% (X) — ¢(X), aplicando la naturalidad de
o tenemos el cuadrado conmutativo:
o,
FrFX) —
)| |70
FYGYX) —— 9°9(X)

% x)

Consideremos o* x o : F*.F — 4*4 como lafamilia{oc;;(x)ﬁ*(ax) L FIF (L) GG (X ) Fxen,

Proposicion 1.3.4 Considerando la construccion anterior, entonces la familia &* * o es una trans-
formacion natural del funtor .%*.% al funtor ¥*¥.

Demostracion. Consideremos f : X — Y entonces aplicando la naturalidad de o obtenemos;
FX 2 gx
| |1
FY —(— 9Y
Y

aplicando la naturalidad de o* obtenemos el diagrama conmutativo:

F*FX i s F*TY
Wx Ozy
Gt F f
Frax G F A 1 & S A
* G* oy ap * @*
y gX ﬁj(%f c/’ gY . Oy
oy
g*q
G gX i) . G*GY
Obteniendo la conmutatividad:
oy Fra,
FrTFX XS grgx
F*Ff l{?*@ f
F*FY —— G*9GY
Oyy "0y
Por tanto ™ * ¢ es una transformacion natural. [ |

Definicién 1.3.10 — Composicién horizontal natural. Sean a: . = Yy a*: ¥ = 4* dos
transfomaciones naturales de la forma:

F F FF
Y Y
A B C—A C
N N A N A
9 4 g9

Definimos la composicion horizontal natural o x @: F* o0.% = 9* 0% como la familia
{og )7 (ax) : F*F(X) = GG (2) }xeao



1.3. FUNTORES Y TRASFORMACIONES NATURALES. 15

Teorema 1.3.5 — Distributividad de las composiciones transformaciones naturales. Consi-
deremos A,B, C categorias, .%,¥, 7 funtores de A a B, F*,4* 7* funtores de B a Cy las
siguientes transformaciones naturales:

l.ou: =%

2. B:9G =

3. f: =9

4. B* . G* =

Entonces tenemos la siguiente igualdad de transformaciones naturales:

(B*a”)x(Ba) = (B*+B)(a” x )

Demostracion. Consideremos X € A, entonces por definicion:

[(B*oa")x(Boa)ly = (B oa*)pxoZ* (Boa)x
= (BxoOyx)oF BxoF ox
= Buxo0yxoF PxoF ax

[(B"«B)o(a" )y = (B"*B)xo(a”+a)x

= BxoG PxoayyoF ox

Pero o,y 0.7 Bx = G*Bx o 0y por la naturalidad de a* obteniendo la igualdad deseada. |

R ) Algunas propiedades de la composicién horizontal:

1. Para cada C € C se cumple (Iy * a)c = (Iy) z/(0)% (0c) = 9 (ac).

2. Paracada C € C se cumple (B xI5)c = Bz (c)-

3. (Igxlz)=Igz.

4. Si ay B son isomorfismos naturales entonces (B! x o~ o(Bxa) =gz, (B*xa)o
(B "o =1Izy

Funtor inducido en la categoria de funtores. Sea I una categoria pequefiay ® : C — C' un
funtor, entonces induce el funtor en la categoria de funtores:

®* : Fun(I,C) — Fun(I,C’)

Dado como sigue:
1. Para cada funtor .% : I — C es enviado al funtor ®.% : I — C’.
2. Para cada transformacion natural « : .% = ¥ es enviado a la trasformacion natural Ip * o :
d.7 = DY y lo denotaremos como P* .
Notemos que la transformacién anterior cumple para cada X € C que:

Pay = (lpxo)x
= (lo)gx)P(ox)
Loy (x)P(0rx)
®(ay) : DF(X) — DY(X).

Proposicién 1.3.6 Sea I una categorfa pequefia y ® : C — C’ un funtor, entonces la asignacién &®*
es un funtor.
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Demostracion. Sea o.: .F = 9y B: 4 = s dos transformaciones naturales en Fun(I, C), en-
tonces

P*(Boa) = (Ide)*(Boar)
= (qu;Oqu;)*(ﬁoa)
= (Ide*pB)o (Ide*ar), Por (1.3.5)

— @*(B)od(a).

Por tltimo, es féacil ver que ®*(Id#) = Idg.2. [

Esta asignacion se puede extender a transformaciones naturales, sean .7 ,% : C — C’ funtores
y o: ¥ — ¢ una transformacion natural, definimos o™ : .#* — ¥* como sigue, para cada % €
Fun(I, C) tenemos:

oy =oxldy: FU —GU.

Para ver que es un morfismo en Fun(I,C’), pues si y: % — ¥ es un morfismo en Fun(I,C),
entonces conmuta el siguiente diagrama de transformaciones naturales:

FU 2 gy

7| |

S

Esto se sigue de aplicar repetidamente (1.3.5)

G (y)oay = (ldg*y)o(axldy)

(
= (Idgoa)x(yoldy)
(aoldz)* (Idy oy)
- Goer W)

Proposicion 1.3.7 Las siguientes afirmaciones son verdaderas, para cada categoria I:
1. Si®: C— C' yW¥: C" — C” dos funtores, entonces:

(Pod)" =¥ o d*

2. Para toda categoria C, tenemos (Id¢)* = Idpun(r,c)-
3. Sia: .F =9 yp: 49— H son transfomaciones naturales de funtores de C en C’ entonces

(Boa)' =B oa’
4. Para cada funtor .% : C — C’ tenemos que:
(ldz)* =Idg-.
5. Sio*: F =94 esunisomorfismo natural entonces a*: % * = &* es un isomorfismo natural.

I Ejercicio 1.6 Probar (1.3.7) .

Proposicion 1.3.8 Si @ es un funtor fiel (resp. fiel y pleno), entonces @* lo es.
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I Ejercicio 1.7 Probar (1.3.8). n

De manera dual podemos definir el funtor:
®, : Fun(C',I) — Fun(C,I)

como sigue
1. Para cada funtor 5#: C' — I es enviado al funtor s#®: C — L
2. Para cada transformacion natural o : 77 = 7 es enviado a la transformacién natural o *
Ide: P = TO.

1.4. Equivalencia de Categorias.

Definicién 1.4.1 — Equivalencia de categorias. Sea.% : C — C’ un funtor, decimos que .%
es:
1. Un isomorifsmo de categorias, si existe G : C' — C funtor tal que 4.7 (X) =X y
F4(Y)=Y paratodo X € Cy, Y € Cj, y similarmente para los morfismos.
2. Una equivalencia de categorias si existen G : C' — C funtor e isomorfismos naturales
o:9F =1dc,B: 7Y = Idp.

Proposicién 1.4.1 Sea.# : C — C’ una equivalencia de categorias entonces .# * y .%, son equiva-
lencias de categorias.

Demostracion. Basta probar para .% *. Tenemos por definicién dos isomorfismo naturales o : ¢.% —
Idc y B: #9 — 1d, entonces por (1.3.7) tenemos los isomorfismo naturales o*: 4*.%* —
ldpune) ¥y B2 79" = ldpunr,0)- u

Definicién 1.4.2 — Funtor esencialmente sobreyectivo. Decimos que un funtor .% : C — C’
es esencialmente sobreyectivo si para cada objeto Y € C’ existe un X € C y un isomorfismo
F(X)2Y.

Definicién 1.4.3 — Funtor Conservativo. Decimos que un funtor .% : C — C’ es conservativo
si para cada morfismo f en C, si .Z (f) es isomorfismo entonces f lo es.

Definicién 1.4.4 — Subcategoria plena. Decimos que una subcategoria D C C es plena o
completa si el funtor inclusién i: D — C es completa.

Teorema 1.4.2 — Factorizacién de funtores. Sea.Z : C — C’ un funtor, C{, una subcategoria
completa de C', tal que para cada X € C, existe Y € C;, y un isomorfismo .% (X) = Y. Entonces
existe un tnico (salvo isomorfismos naturales) funtor .%; : C — Cy y un isomorfismo de funtores
6 : F = io%.

C 94\ C/
Co

Demostracion. Usando el axioma de eleccion, para cada X € C, escogemos una ¥ € C y un
isomorfismo ¢y : ¥ — .7 (X), definimos % : C — C{, como sigue:

1. Para cada objeto X € C lo enviamos a Y € Cj,.

2. Para cada morfismo f: X — X’ lo enviamos a Zo(f) = ¢y.' Z (f)dx.
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obteniendo la transformacion natural ¢ : .# = io.%, que es un isomorfismo natural. |

Proposicion 1.4.3 Sea C una categoria (pequefia). Existe una subcategoria completa Cy tal que
el funtor inclusién es una equivalencia de categorias y Cy tiene la propiedad de que dos objetos
isomorfos en Cy son iguales.

Una consecuencia de esto es

Proposicion 1.4.4 Un funtor .% : C — C' es una equivalencia de categorias si y solo si .% es fiel,
pleno y esencialmente sobreyectivo.

Demostracion. Si.% es una equivalencia de categorias, es claro que .% es fiel, pleno y esencial-
mente sobreyectivo. Luego si .# es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo, entonces por (1.4.3)
existe una subcategoria plena Cy de C tal que dos objetos isomorfos en Cy son iguales, y denotamos
k: C — Cy su cuasi-inverso. Similarmente construimos una subcategoria plena C;, de C tal que
dos objetos isomorfos son iguales y &’ el cuasi inverso de i’. Tenemos que kK’ o .F oi: Cy — C; es
un isomorfismo, denotamos %" su inverso y por lo tanto el funtor & = i: J# ok’ es el cuasiinverso
de 7. [

Corolario 1.4.5 Sea.Z : C — C’ un funtor fiel y pleno, entonces existe una subcategoria plena
i': Cj) — C' y una equivalencia de categorias %,: C — Cj, tal que .F =i’ 0. %y

Demostracion. Sea Cj la subcategoria plena cuyos objetos son de la forma .7 (X) y aplica (1.4.4).
|

1.5. Lema de Yoneda y Representabilidad.

Definicién 1.5.1 — Funtores de Yoneda. Fijemos C una categoria, definimos los funtores de
Yoneda como sigue:

1. (Funtor de Yoneda Contravariante) # : C — Fun(C°”,Set) donde para cada X € C es
enviado al funtor .# (X ) := Homc (—,X) y para cada morfimo f: X — Y es enviado a
la transformacién natural J#5: ¢ (X) — 2 (Y) que consiste para cada objeto Z € C, la
funcién (#%)z es definido como:

(H#%)z: Homc (Z,X) — Homc (Z,Y)
¢—(fo9)

2. (Funtor de Yoneda Covariante) .77 : C°” — Fun(C,Set) donde para cada X € C es
enviado al funtor .7#’(X) := Homc (X, —) y para cada morfimo f: X — Y es enviado a
la transformacién natural ¢ : ¢ (Y) — # (X) que consiste para cada objeto Z € C, la
funcién (7¢7) es definido como:

(#)z: Homc (Y,Z) — Homc (X,Z)
¢ —(9of)

Ejercicio 1.8 Sea C una categoria y .# : C°? — Set. Prueba que las asignaciones:
1. Para cada objeto X € C, es enviado al conjunto Nat (% (X),F).
2. Para cada morfismo f: X — X’ es enviado a la funcion:

Nat(# (X'), F) — Nat(H (X),.F)
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dado por a — o 5.
Induce un funtor contravariante .% : C°? — Set. n

Teorema 1.5.1 — Lema de Yoneda. Para todo funtor contravariante .% : C°? — Set y para
todo objeto X € C se tiene la siguiente biyeccion natural en ambas variables.

Nat(# (X),F) = Z(X)

Demostracion. Para cada X € C, definimos la funcién
¢x .7 : Nat(H (X),F) = F(X)

como sigue ¢y z(a) = ox(Idy). Entonces para cada morfismo f: X — Y en C se tienen los
siguientes diagramas conmutativos:

Nat(# (Y),F) 225 Z(v)
Jﬁ(f)l lff‘ ()
Nat(H (X), F) —— F(X)

En donde .7 es la asignacion funtorial del ejercicio (1.8). Y para cada transformacion natural
o: ¥ — ¢ entonces conmuta el diagrama:

Ox.7

Nat(# (X),F) —— F(X)
Nat(%(x),ax)l ax

Nat(H (X),9) 7 (X)

|

Oxy
Basta ahora construir el inverso de ¢x #. Primero, dado t € .7 (X) y W € C, definimos:
&y : Homg (W, X) — Z (W)

Como sigue 8, (f) = .Z (f)(t) para cada f € Homc (W,X). Entonces la familia 6’ := {8}, }wec
es una transformacion natural, pues para cada yt: U — V tenemos

Home (V,X) —¥—s Z(V)
Home (1. | |7
Hom¢ (U, X) — Z(U)

U

FW)od)(f) = FW(FNW)
F(fu)(0)
— &0 Home (1,X) (f)

Permitiendo definir la funcidn:
Vx,7 1 F(X) = Nat(H (X), F)
como sigue Yy (1) = ' y esta es su inversa. [

Existe su version covariante y es la siguiente.
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Teorema 1.5.2 — Lema de Yoneda Covariante. Para todo funtor covariante .% : C — Set y
para todo objeto X € C se tiene la siguiente biyeccion natural en ambas variables.

Nat(H#(X), F) = F(X)

Proposicion 1.5.3 Los funtores de Yoneda son fieles y plenos.
Demostracion. Esto se sigue del isomorfismo
Nat(# (X),.# (Y)) = Homc (X,Y)
donde se aplico (1.5.1) con .F = # (Y). [ |

Gracias a (1.5.3) y a (1.4.5) tenemos una subcategoria plena de Fun(C°”,Set) que es equivalente a
C, dicha subcategoria serda denominada funtores representables.

Definicion 1.5.2 — Funtores Representables. Sea .7 : C°’ — Set un funtor contravariante,
decimos que es representable si existe X € C tal que .# =~ % (X).

Categoria de elementos Existe una manera interesante de caracterizar un funtor representable
mediante sus elementos, para ello construiremos una nueva categoria. Fijemos .% : C — Set,
definimos la categoria C # como sigue:

1. Los objetos son parejas (A,a) conA € Cya € .F(A).

2. Un morfismo f: (A,a) — (B,b) es un morfismo f: A — Ben C tal que .¥ f(a) =b
Con esto en mente, consideremos lo siguiente. Dado un funtor .7 : C°? — Set, y (X,s) € C #, defini-
mos la transformacion natural 6, : 7 (X) = .% como sigue, para cada A € C, 6, 4 : Hom¢ (A,X) —
F(A) eslafuncion O,4(f : A — X) :=.7(f)[s] € #(A). Por otro lado, de la demostracion del lema
de Yoneda, si @ : Hom¢ (—,X) = .# se considera la siguiente asignacién © : Nat (7 (X), #) —
Z(X) como O(a) = ax(ldx) € Z#(X). Por lema de Yoneda, ® es biyectiva, por tanto s =
®o6(s), a=000(a). Asi que cuando .# es representado por Xp, existe un elemento so € F(Xp)
con la propiedad de que para cada (Y,¢) € C# existe un dnico C z-morfismo. Y viceversa, si existe
s0 € F (Xp) tal que Oy es un isomorfismo natural, entonces .%# es representado por X;.

Proposiciéon 1.5.4 Un funtor .% : C — Set es representable si y sélo si C# tiene objeto terminal.

1.6. Propiedades Universales y Funtores Adjuntos.

Definicién 1.6.1 — Objeto Universal. Sea.%# : A — B un funtor y B € B definimos un objeto
universal de B como la pareja (U, jg: B — % (Ug)) tal que para toda pareja (X, f: B— .7 (X))
existe un tnico morfismo /&: Ug — X en A tal que el siguiente diagrama conmuta

B " Z(Up)

x Z(h)

F(X)

9

Ejercicio 1.9 — Una caracterizacién de objetos universales. Sea .%: A — B un funtor y
B € B un objeto. Considera el funtor representable . := 5 (B) o .% : A — Set, es decir para
todo objeto A € A, .73(A) = Homg (B,.% (A)). Denotamos Wg: A o, — A al funtor proyeccién
que va desde la categoria de elementos (??) hacia A, es decir ¥5(A,a) = A. Prueba que son
equivalentes:
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1. El objeto B tiene objeto universal sobre .7 .
2. El funtor Wp tiene limite L € A y es preservado por .7, es decir .% (L) € B es el limite de
F.

Alternativamente, usando la nocién de categoria coma (??), si denotamos .#5 como la categoria
(Al %), entonces un objeto universal en B es un objeto terminal en .%g, obteniendo el siguiente
resultado.

Proposicion 1.6.1 El objeto universal de B, en caso de existir, es tnico salvo isomorfismos.

Dualmente tenemos el concepto del objeto co-universal de B como el objeto inicial en .#? =
(F 1 Dp).

Teorema 1.6.2 — Caracterizacién de Funtores Adjuntos. Sea % : A — B un funtor, entonces
son equivalentes:
1. Para cada objeto B € B existe el objeto universal de B.
2. Existe un funtor % : B — A y una transformacién natural 1 : Idg = .#% tal que (4 (B),np)
es un objeto universal del B.
3. Existe un funtor ¢ : B — A tal que para todo objeto A € A y todo objeto B € B existen
biyecciones naturales en ambas variables:

Homy (¢(B),A) = Homg (B,.Z (A))

4. Existe un funtor ¥ : B — A tal que existen transformaciones naturales n: Idg — %%y
€: 9% — Ids que cumplen las siguientes propiedades:

(Idg x€)o (N x1dz) =1dz, (€1dy) o (Idz *n) = Idy

5. Para cada objeto A € A existe el objeto couniversal de A.

Definicién 1.6.2 — Funtores adjuntos. Consideremos los funtores .#: A =By ¥: B — A
decimos que la pareja (.%,%) es una pareja de funtores adjuntos si satisface alguna de las
afirmaciones equivalentes del teorema (1.6.2). En esta situacién, también decimos que:

1. .# es el adjunto izquierdo de ¥.

2. ¢ es el adjunto derecho de 7.

Gracias al teorema (1.5.1) tenemos que el adjunto derecho e izquierdo son Unicos salvo isomorfis-
mos.

Demostracion. Del teorema (1.6.2). Para el caso 1 = 2, por el axioma de eleccién, construimos
la asignacién By — A donde a cada objeto B es enviado a ¢ (B) € Ay con (¢(B),ng) el objeto
universal de B, esta asignacion es funtorial, pues si f: B — B’ en B entonces por la definicion
(1.6.1), existe un tnico morfismo denotado ¥(f): 4(B) — ¥ (B') tal que el siguiente diagrama
conmuta

B " Z9(B)

fl lﬁff(f)
B — FY(B)

de esta manera se puede probar que ¢ es un funtor, ademds la familia 1 := {ng}pep es una
transformacidn universal. Para el caso 2 = 3, tomemos A € A y B € B, definimos

¢a5: Homy (¢4(B),A) — Homg (B, ZA)
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como sigue P4 p(f: 4(B) = A) = .Z (f) ong. Y también definimos

ya p: Hompg (B,.7 (A)) — Homy (4(B),A)

como sigue Wy g(a: B— % (A)) = h donde, por hipétesis, h: & (B) — A es el tnico morfismo
(segtn la definicién (1.6.1) en A tal que a = .% (h) o . Con estas dos definiciones tenemos dos
transformaciones naturales y ademas ¢4 p y W p son inversos. Para el caso 3 = 2 definimos las
familias

n:={np: B— 7Y (B)}pe, N = Oy p).5(Idys))
e:=1{ea: 9F(A) = Alaca- & = Va z(a)(1dz )

Por la hipétesis de 2, se tiene la naturalidad de 1 y €. Para el caso 4 = 5 tenemos que para cada
A € A la pareja (Z (A),€4) es el objeto co-universal. Para el caso 5 = 1, se sigue probando que
5 = 3 con un razonamiento similar a la prueba de 1 = 3 y es fécil probar que 3 = 1. |

Proposicion 1.6.3 Si las siguientes parejas (¢4,.%): A <> By (£ ,5¢): B <> C son parejas de
funtores adjuntos entonces la pareja (¢.% , % ): A <> C es una pareja de funtores adjuntos.

I Ejercicio 1.10 Probar (1.6.3) usando (1.6.2). .

Proposicion 1.6.4 Sea (¢,.7): A <> B una pareja de funtores adjuntos con n: Idg = F9Y y
€: 9.7 = 1dy sus correspondientes transformaciones naturales, entonces son equivalentes:

1. % esfiel y pleno.

2. € es un isomorfismo.
Bajo estas condiciones 7 * Id # y Ide *7 son isomorfismos naturales.

De manera dual tenemos:

Proposicion 1.6.5 Sea (¢,.%): A <> B una pareja de funtores adjuntos con n: Idg = F9Y y
€: 9.7 = 1dy sus correspondientes transformaciones naturales, entonces son equivalentes:

1. ¢ es fiel y pleno.

2. m es un isomorfismo.
Bajo estas condiciones Id # *€ y € *Idy son isomorfismos naturales.

Proposicion 1.6.6 Sea .#: A — B un funtor con ¢ como su adjunto izquierdo y %’ como su
adjunto derecho. Si uno de estos adjuntos es fiel y pleno entonces el otro funtor adjunto tambien lo
es.

Teorema 1.6.7 — Equivalencias y funtores adjuntos. Sea .% : A — B un funtor, entonces son
equivalentes:
1. .# esfiel y pleno y tiene un adjunto izquierdo ¢ que es fiel y pleno.
2. 7 tiene adjunto izquierdo ¢ tal que sus transformaciones naturales correspondientes 7 y
€ son isomorfismos naturales. Es decir .# es una equivalencia de categorias.
. F es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo.
El dual de (1).
5. El dual de (2).

& W
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