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1. Introducciéon

2. Generalidades sobre seminormas.

2.1. Categorias de Espacios seminormados.

Definicién 2.1 — Grupo seminormado. Dado G € Ab, una seminorma de G, es una funcién
|-| : G — [0, o0] tal que:

1. |0] =0.

2. x| = |—x|.

3. Jx 4yl < x|+ lyl-

Denotamos (G, |-|) para referernos a un grupo seminormado. Ademds decimos que un homo-
morfismo de grupos f: (G,|-|) — (P,|-|') es un morfismo de grupos seminormados si existe
C € RT tal que

I < x|, Vx €G,

y denotamos como SNorm como la categoria de grupos seminormados y morfismos de grupos
seminormados.

s Ejemplo 2.1 Sea X un espacio medible compacto y G := L!(X) el grupo de las funciones
integrables f: X — IR, definimos

£l = [ 11

donde || es el valor absoluto usual en R. Obteniendo que L!(X) es un grupo seminormado
donde se satisface que |f|; = 0siy s6lo sisupp(f) es de medida cero en X. ]

m Ejemplo 2.2 Sea X un conjunto y (G, |-|) un grupo seminormado, definimos B(X, G) como
el conjunto de funciones f: X — G tal que |f(x)| < C para alguna constante C € R™.
Definimos

|fleo 7= sup | f(x)],
xeX

obteniendo una estructura de grupo seminormado. Més aun, |f|eo = 0siy s6lo siIm f C
ker || donde ker |-| es el conjunto definido en (1). .

m Ejemplo 2.3 Sean (G, |-|) y (G, ]|') dos grupos seminormados, consideremos el conjunto
de morfismos de grupos seminormados Homgnorm (G, G'), definimos

¢l := sup

xeG—ker|:|

obteniendo una estructura de grupo seminormado. Notemos que ||¢|| = 0siy s6lo si im¢p C
ker|-|. .

Dado (G, |-|) € SNorm, entonces este tiene una pseudo-métrica definida como sigue

d(x,y) =[x —y|



y por consiguiente una topologia. Con esta topologia, el valor absoluto es una funcién unifor-
memente continua, pues para toda x,y € G se satisface

d([x], lyl) <d(x,y).

Ademés, la funciéon suma s: G x G — G es continua, pues

d(s(x,y),s(x0,y0)) = [(x —x0) + (¥ — yo)| < 2de((x,), (x0,%0)),

obteniendo que G es un grupo topolégico. También, notemos que todo morfismo de grupos
seminormados es un homomorfismo de grupos continuos, de esta manera se tiene el funtor
inclusién

SNorm — AbTop — GrpTop.

Proposicién 2.1 — Estructura inicial para subgrupos seminormados. Sea {(G;, |-|;) }ic; una colec-
cién de grupos seminormados indexados por un conjunto I. Para una familia de morfismos
de grupos abelianos { fi: G — G;};c; entonces existe una tnica seminorma |-| en G tal que:
1. Los morfismos f;: (G, |-|) — (Gj, |-|;) son morfismos de grupos seminormados.
2. Sig: (G,|:|') = G es un morfismo de grupos, entonces g es un morfismo de grupos
seminormados si y solamente si para toda i € I, f; o ¢ es un morfismo de grupos

seminormados.
Demostracion. Definimos |-| : G — [0, o0] como sigue
x| := sup{|fi(x)[;},
iel

entonces |x| es una seminorma tal que para toda i € I se cumple
fi(x)]; < |x], Vx € G,

mostrando que f; son morfismos de grupos seminormados. Luego, tomemos g: (G/,|-|") —
G un morfismo de grupos. Si ¢ es morfismo de grupos seminormados entonces f; o g es un
morfismo de grupos seminormados para cada i € I. Si para cada i € I, f; o g es un morfismo
de grupos seminormados, entonces para cada x’ € G’ se tiene

fi(g()]; < Cilxl, Vie I, = [fi(g(x)]; < <S};?Ci> x|

obteniendo
8(x)| < {supC; | [xff
i€l
por lo tanto g es morfismo de grupos seminormados. u

La proposicién (2.1) nos dice que el funtor de olvido U: SNorm — Ab es un funtor topoldgico,
ver [Herrlich, 1974, Definicién 2.1]. También la categoria SNorm tiene una nocién de estructura
final, es decir el funtor de olvido U: SNorm — Ab es co-topolégico.

Cuestion 2.2 Sea {(G;, |-|;) }ie1 una coleccién de grupos seminormados indexados por un
conjunto I. Para una familia de morfismos de grupos abelianos { f;: G; — G}icj. (Cuédl es la
estructura final en G con respecto a la famila { f; };c;?



Para responder a la cuestion, usaremos la siguiente notacién, sea Ggen := (U;e;Im f;) < G, de
esta manera definimos

] = {inf{m x| v = Tioi fe(xi), 5 € G n €N}, y € Ggen
o, Y # Ggen

entonces (G, |-|) resuelve la cuestion (2.2) y por tanto el funtor de olvido U: SNorm — Ab es
co-topolégico.

Como la categoria Ab es completa y co-completa entonces mediante el funtor de olvido U,
se tiene lo siguiente:

Proposicién 2.3 La categoria SNorm es completa y co-completa.

Demostracién. Sea F: 1 — SNorm un funtor, entonces el funtor U o F: I — Ab tiene limite
(L, {pi}tic1) y colimite (Q, {u;}ic1). Usando la proposicion (2.1) a L le inducimos la seminorma
inicial con respecto a las proyecciones canénicas { p; }ic1, obteniendo que (L, {p;}ic1) es un cono
de F'y es final, por tanto F tiene limite. De la misma manera, a Q le inducimos la seminorma
final con respecto a las inclusiones canénicas {u; } ;<1 obteniendo que (Q, {u;}ic1) es un co-cono
de F y es inicial, por tanto F tiene colimite. |

Sea (G, |-|) un grupo seminormado, consideremos al subconjunto {0} C R, este es un conjun-
to cerrado y como la funcién |-| : G — [0, o0] es continua, entonces el siguiente conjunto

ker|-|:={x e G| |x| =0}, (1)
es un subgrupo normal cerrado de G.

Definicién 2.2 — Propiedades de un grupo seminormado. Sea (G, |-|) € SNorm, decimos que
Ges:

1. Normado, si cada vez que |x| = 0 implica que x = 0.

2. No arquimediano, si para todo x,y € G se satisface la desigualdad triangualar fuerte

|x +y| < max{|x[, [y[}.

3. Completo, si G es normado y para toda sucesién de Cauchy en G, es una sucesiéon
convergente.

Denotamos Norm a la subcategoria completa de SNorm cuyos objetos consisten en grupos
normados. Recordemos que en la categoria de grupos topolégicos, son equivalentes para un
grupo topolégico G:

1. {0} es cerrado.

2. GesTy.

3. Ges T2.
De esta manera si (G, ||) es un grupo normado entonces el subgrupo cerrado ker |-| = {e},
obteniendo que G es un espacio T».

Proposicion 2.4 La subcategoria Norm es una subcategoria de SNorm reflexiva.

Es decir, para todo grupo seminormado (G, |-|) existe un grupo normado G y un morfis-
mo de grupos seminormados i: G — G tal que satisface la siguiente propiedad universal,
para todo grupo normado P y todo morfismo de grupos seminormados f: G — P existe un
tinico morfismo de grupos normados f: G — P tal que el siguiente diagrama de morfismos




de grupos seminormados conmuta

Ademas G es denso en G.

Demostracion. Define G° := G/ ker |-| y a G” le induces la seminorma final (2.2) con respecto a
la proyeccién canénicai: G — G, obteniendo que i es un morfismo de grupos seminormados.
Luego si P es un grupo normado y f: G — P es un morfismo de grupos, entonces f (ker |-|) C
{0}, entonces existe un tnico morfismo de grupos f: G® — P tal que f = f oi. Como f es un
morfismo de subgrupos seminormados, por la propiedad de seminorma final, implica que f es
un morfismo de grupos seminormados.

Si denotamos ||, : G® — [0, 0] a la seminorma inducida, entonces, notemos que ||, 0 i =
||, esto se debe porque para cada x € G,

x| <|la+x|4+|—a| =|a+x|, Vaker||, = |i(x)|,= 11£1f| |{|x+a|} = |x|.

Usando la observacién anterior, obtenemos que G es denso en GO. [ |

Los grupos topolégicos poseen tres estructuras uniformes. No obstante, cuando el grupo es
abeliano dichas estructuras coinciden, lo que permite admitir una tinica nocién de comple-
tacién en este contexto. En contraste, para los grupos seminormados la construcciéon de su
completacion requiere un procedimiento particular. Para este fin, denotemos por CNorm a la
subcategoria completa de Norm, cuyos objetos estdn formados por grupos normados comple-
tos.

Proposicion 2.5 La subcategoria CNorm es una subcategoria reflexiva de Norm.

Demostracion. Sea (G, |-|) un grupo normado. Definimos Cauchy(G) := {x: N — G | x, =
x(n), es de Cauchy} este es un subgrupo de Fun(IN, G). Definimos I(G) := {x € Cauchy(G) |
lim,, 00 X, = 0}, es claro que I(G) es subgrupo de Cauchy(G). Construimos G := Cauchy(G)/I1(G)
y el morfismo canénico :: G — G definido como la composicién

G sobm=s), Cauchy(G) -, G.

Como |-| : G = R U {0} es continua, manda sucesiones de Cauchy a sucesiones de Cauchy.
Esto nos permite definir la seminorma en Cauchy(G) como sigue
]l = lim [x(n).
Notemos que ||x|| = [|x'|| siy s6losix — x" € I(G). Induciendo una norma |A| en G. Ademas,
para cada g € G se tiene
(&) = Ig]

entonces ¢ es una isometria. Es facil ver que G es denso en G. Luego si P es un espacio normado
completoy f: G — P un morfismo de grupos seminormados, definimos f;: Cauchy(G) — G
como sigue f1(x) = lim,_,. f 0 x y este se factoriza de manera tinica bajo p definiendo un tinico
morfismo de grupos seminormados f: G — Ptal que

L

G ——
N
5

- O



2.2. Categoria de Grupos seminormados contractivos.

Varios problemas de interés en Geometria rigida y teoria de ntimeros, requieren que la semi-
norma tome valores unicamente en R™, para ello vamos a considerar la siguiente subcategoria
seguida de la siguiente definicion.

Definicién 2.3 — Morfismo contractivo. Un morfismo de grupos seminormados f: (G, |-|) —
(G, ||') es contractivo si

)] < I

Denotemos SNorm, C SNorm como la subcategoria cuyos objetos son grupos seminormado
(G, |-|) talqueIm || C [0, o) y sus morfismos son morfismos contractivos. De la misma manera
definimos la categorias Norm, := SNorm, N Norm y CNorm, := SNorm. N CNorm. Siguiendo
las pruebas de las proposiciones (2.1), (2.3) y (2.4) tenemos

Proposicion 2.6 Las siguientes afirmaciones son validas.
1. La subcategoria SNorm, es completa y cocompleta.
2. La siguientes subcategorias son reflexivas

CNorm; <— Norm, < SNorm,

En la siguiente seccion se estudiaran las propiedades de las seminormas no arquimedianas.

2.3. Anillos seminormados.

Para anillos tenemos la siguiente afirmacion

Proposicién 2.7 Sea R un anillo tal que (R, +) tiene una seminorma |-| con la propiedad de
que existe C € R™ tal que

[xy| < Clx[]y]
entonces existe una seminorma |-| en (R, +) con la propiedad
eyl < |« [yl
y un isomorfismo (R, |-|) = (R, |-|).
Demostracion. Definimos la funcién || : R — R dada por el reescalamiento de la seminorma
original:
lx|":=C|x|, Vx€R. (2)

Dado que C € R™ (asumiendo C > 0 para mantener la estructura topoldgica no trivial), es in-
mediato verificar que |-|" hereda las propiedades de seminorma en el grupo abeliano (R, +) (no
negatividad, desigualdad triangular y homogeneidad escalar) directamente de |-|.Procedemos
a verificar la propiedad multiplicativa normalizada. Para cualesquiera x,y € R, utilizando la
hipétesis |xy| < C x| |y| y la definicién (2):

lxy|" = Clxy| < C(Clx| y]) = (ClxD(Cly]) = |x[[yI".

Por lo tanto, la seminorma |-|" satisface la condicién de submultiplicatividad deseada.

Para demostrar el isomorfismo (R,|-|) = (R,|-|’), consideramos la aplicacién identidad
Id : R — R. Dado que |-|" es un multiplo positivo de |-|, ambas seminormas son equivalentes.



Explicitamente, tenemos las acotaciones:
1 / /
xl= sy [xf = Clxl.

Esto implica que la topologia inducida por ambas seminormas es idéntica. En consecuencia, la
identidad es un homeomorfismo que preserva la estructura de anillo, estableciendo el isomor-
fismo de anillos seminormados. n

Definicién 2.4 — Anillo seminormado. Sea R un anillo con 1, una seminorma en R es una
funcién || : R — [0, 0] tal que:

1. (R, ||) es un grupo seminormado.

2. [xy| < Ix| |yl

3. 1] <1

Proposicién 2.8 Sea || ||; una seminorma en (A, +) tal que satisface la siguiente condicién
1. Existe K > 0 tal que para cada x,y € A, se tiene ||xy|| < K||x|| |ly||-

Ademés satisface ||1||; = 1. Entonces:
1. Si definimos || ||, : A — R4 como:

X
#lly i= sup { ",‘y}’,,"ll 1y e A, Iyl # o}.

Entonces || ||, hace al anillo A en un anillo seminormado tal que como grupos semi-
normados tenemos || ||; ~ || ||,.

2. Sia € A satisface que |lax||; = ||a||; * ||x||; para toda x € A entonces ||a||, = ||a]|; ¥y
lax|l, = llall,  x],, para toda x € A.

3. Sia € A satisface que |ax||; < |||, | x]|; para toda x € A ysi|/1]; < 1 entonces
lally = llall;-

4. ker || ||, = ker | ;.

Demostracion. Para el primer inciso es de rutina ver que ||, es una seminorma y hace a A es un
anillo normado, luego, tenemos por definiciéon de ||, que dadp x € A fijo albitrario y Vy € A se
tiene:

ey 1y

1yl

Para la otra desigualdad tenemos que || x|

< K|lx[}; = por prop. del sup. [|x][, < K{lx]; -

1
1 < Bl < ], mostrando [}, ~ |

Los incisos 2 y 3 salen por definicién e hipétesis. Para el tltimo inciso, consideremos x € ker |||,
entonces para cada y € A se tiene ||xy||;, < K||x||; [lyl][; = 0 entonces ||xy|; = 0 para toda

y € A —ker ||||;, aplicando la definicién de ||||, obtenemos ||x||, = 0. Similarmente si ||x||, = 0

””’;yﬂ”ll < 0 paratoday € A — ker ||||;, entonces ||xy||; = 0 pero como |/1||; = 1 cuando

y = 1 obtenemos ||x||; = 0 porlo tanto ker ||||, = ker || ||, concluyendo con la demostracién. W

entonces

Denotemos a la categoria de anillos seminormados como SNormg,g cuyos objetos son anillos
seminormados y morfismos son homomorfismos de anillos contractivos, también denotemos
las subcategorias de anillos normados, anillos completos como sigue Normgpg, CNormpgug res-
pectivamente. Obteniendo las siguientes subcategorias reflectivas

CNormpgyg < Normgug < SNormgpg. (3)



m Ejemplo 2.4 — Producto directo de una familia de anillos seminormados. Sea {(R;, ||;) }ier
una familia arbitraria de objetos en SNormg,g. Consideremos el producto directo R =
[Licr Ri con las operaciones usuales.

Dotamos a R de la seminorma del supremo, definida para todo x = (x;);c; € R como:

|x| := sup |x;|; € [0, ].
i€l
Verificamos las condiciones de la Definicién 2.4:
1. Dado que |x +y|; < |x|; + |y|, para todo i, tomando supremos se sigue |x 4 y| <
|x| 4+ |y|, dotando a R de estructura de grupo seminormado.
2. La submultiplicatividad se preserva bajo el supremo:

|xy| = sup |xiyil; < sup(|xil; |yil;) < (sup |xi|;) (sup |y;] ;) = |x[ ly|.
iel iel i€l jel
3. La condicién de la unidad se satisface trivialmente: |1| = sup;, |1g,|; < 1.

Consideremos las proyecciones canénicas 77;: R — R;, definidas por 77;((x;)ie;) = ;. Estas
aplicaciones son contractivas, ya que para todo x € R:

|7 ()] = |xil; < sup lxil; = [x]
icl

En cuanto a los ntcleos de las seminormas, sea N; = {r € R; | |r|; = 0} el nticleo en cada
anillo componente y N = {x € R | |x| = 0} el nticleo en el producto. Dado que |x| = 0 si
y solo si |x;|; = 0 para todo i € I (por ser el supremo de valores no negativos), se concluye
que el ntcleo del producto es el producto directo de los nticleos:

N=T]][N

i€l

Por tanto, (R, |-|) es el producto en la categoria SNormgyg. "

m Ejemplo 2.5 — Suma directa de una familia de anillos seminormados. Consideremos la misma
familia {(R;, |-|;) }ies- La suma directa algebraica se define como el subanillo de R formado
por las secuencias con soporte finito:

@Ri = {(xi)iel c HRi | x; = 0 para casi todoi} .

icl icl

Equipamos a este anillo con la seminorma inducida por la inclusién canénica en el producto
directo (la seminorma del supremo):

x[, := sup ;.
i€l
Es importante notar que si el conjunto de indices I es infinito, la suma directa no posee
unidad multiplicativa (no es un objeto unital en sentido estricto), por lo que es un objeto en
la categoria de pseudo-anillos seminormados (rngs). Si la familia es finita, la suma directa
coincide con el producto directo tanto algebraica como topolégicamente.
Las inclusiones canénicas (j: Rj — Rg, que asignan a r € R; el elemento con r en la




posicion j y 0 en las demads, son isometrias. Para todo r € R;, se cumple:
(1), = sup |(4(r)il; = Irl;-
1S

Respecto al nticleo de la seminorma Ng = {x € Rg | |x[, = 0}, este corresponde a la
interseccién del nticleo del producto con la suma directa algebraica. Por tanto, el nticleo de
la suma directa es la suma directa de los ntcleos individuales:

Ns = P N..

iel

m Ejemplo 2.6 Todo campo seminormado no trivial es normado. Esto se ve porque ker |-| es
un ideal entonces ker |-| = 0. ]

Proposicién 2.9 Si K es un campo normado entonces su completacion K es un campo norma-
do.

Demostracion. Sabemos por (3) que K es un anillo normado. Sea x € K tal que x # 0. Como
la norma es definida positiva, |x| > 0. Por la densidad de K en su completacién, existe una
sucesion de Cauchy (a,),en C K tal que limy, o0 a, = x.

Por la continuidad de la norma, tenemos que lim,_; |a,| = |x|. Esto implica que existe un
N € N tal que para todon > N:

x
|an| > ‘2’ > 0. (4)

En particular, a4, # 0 para todo n > N, lo cual permite definir la sucesiéon de inversos en el
campo K. Consideremos la sucesion (by, ), definida por:

b — 0 sin<N
"7 la;! sin>N

Procedemos a verificar que (by,) es una sucesién de Cauchy. Para n,m > N, desarrollamos la

diferencia:
am — an

| | = |an

| =

Andm

Utilizando la cota establecida en (4), tenemos que |a,| |a,| > ‘XT. Sustituyendo esto en la ecua-

cién anterior obtenemos:

4

|bn _bm’ S 72 |an _am| .

x|
Dado que (a,) es una sucesion de Cauchy, para cualquier ¢ > 0, la distancia |a, — a,,| puede
hacerse arbitrariamente pequefia. Consecuentemente, (b,,) es de Cauchy en K.

Por la completitud de K, la sucesion (b, ) converge a un elemento y € K. Finalmente, verifi-

camos que y = x~ ! utilizando la continuidad del producto en el anillo normado:

= (fim o) (Y bu) = Jim (aubn)

Para n > N, tenemos que a,b, = a,a; L — 1. Por lo tanto, el limite es 1, demostrando que x es
invertible. u



Definicién 2.5 — Elementos multiplicativos.. Sea A un anillo seminormado, un elemento a €
A — ker |-| es multiplicativo si

lax x| = |a| |x|, Vx € A.

Ademads decimos que |-| es multiplicativo si todo elemento es multiplicativo.

Proposicién 2.10 Sea A un anillo conmutativo con una seminorma |-|, y S C A un conjunto
multiplicativo cuyos elementos son multiplicativos, entonces existe una tinica seminorma
|-|s en Ag tal que extiende la seminorma de A. Ademas se satisface:

4]

‘f‘sz— ac€A seSs,

|x|”

y ker |-| = ker|-|,.

Demostracién. Comenzamos definiendo la funcién candidata para la seminorma en el anillo de
localizacion Ags. Para cualquier elemento x € Ag, el cual puede escribirse de la forma x = £

cona € Ays € S, definimos:

= . (5)
Primero verificamos que esta definicién no depende del representante elegido. Sean % = % en
Ag. Por definicién de localizacién, existe u € S tal que u(at — bs) = 0. Dado que los elementos
de S son multiplicativos respecto a la seminorma (i.e., |sx| = |s| |x| para todo x € A,s € S)y
|| # 0 (pues S es multiplicativo y la seminorma no es trivial en S), tenemos:

|u(at —bs)| = |u||at —bs| =0 = |at —bs| = 0.
Usando la desigualdad triangular inversa y la propiedad multiplicativa de s, t € S:

a b
ot = b5l =l e = o Jol = 111 = .
Por tanto, la funcién (5) esta bien definida.
Para visualizar la propiedad de extensién, consideramos el siguiente diagrama conmutativo
en la categoria de conjuntos (o espacios topoldgicos si se consideran las topologias inducidas),
a

donde:: A — Ag es el morfismo canénico de localizacién ((a) = §:

A%AS

'I-Rl/k

La conmutatividad del diagrama garantiza que la seminorma en Ag extiende a la de A. En
efecto, para todo a € A:
a| _ |4
na = | — = — = \|d ,
a)ls = g, = 1 = la

donde usamos que |1| = 1 por la multiplicatividad de los elementos de S.
A continuacién, probamos que || satisface los axiomas de una seminorma:

1. Subaditividad: Sean x = 2 y y = . Entonces x + y = 255,
at + bs lat +bs| _ |at|+ |bs| _ |a||t|+|b]|s| _ |a| = |b]
_ < = =ty = lxls + s
st s |st| |s] ¢ |s] 1¢] |s| [#] S
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Aqui utilizamos fuertemente que s, € S son multiplicativos para separar el denominador y
los términos mixtos del numerador.
2. Submultiplicatividad:

a b| |ab|  |ab
s tlg |st|g st
Dado que || es una seminorma en A, |ab| < |a| |b|. Como s, t € S, |st| = |s]| [¢].
lobl Jal Bl _ 2 12)
st| — |s] |¢] sls|t|g
3. Relacién de los Kernel: Queremos demostrar ker |-| = ker |-|¢ (entendiendo esto bajo la
imagen del morfismo canénico).
a 4]
HS:O = mzo < |a| =0 < acker||.

Esto muestra que el niicleo de la seminorma extendida estd constituido exactamente por las
fracciones cuyos numeradores estan en el nticleo de la seminorma original.

Finalmente, para la **unicidad**, supongamos que ||-|| es otra seminorma en Ag que ex-
tiende a |-| y que preserva la estructura multiplicativa de los inversos de S (propiedad natu-
ral al extender normas con elementos multiplicativos). Para s € S, tenemos 1 = Hs 571 H <
sl [Is7H| = Is| ||s7!|, lo que implica ||s~|| > |s| ™. Por otro lado, la submultiplicatividad
aplicadaa x = a-s~ " implica:

[l < e s~ = e s~

Bajo la hipétesis de que la extensién debe ser consistente con la invertibilidad multiplicativa de

los elementos de S (es decir, ||s~|| = |s]| 1), la unicidad es inmediata y coincide con la férmula
dada. [
Proposicion 2.11 Sea R un anillo, y sean || . |-|" dos normas multiplicativas. Son equivalentes:

1. Las normas |-| y |-|" son equivalentes.
2. Si|x| < 1implica |x|" < 1.
En tal caso existe A € R tal que |x|" = |x|* para toda x € R.

Demostracién. Dividimos la prueba en dos partes para establecer la equivalencia l6gica y dedu-
cir la relacion explicita.

(1) = (2).Silasnormas son equivalentes, inducen la misma topologia en R. Observamos
que para cualquier norma multiplicativa, la condicién |x| < 1 es equivalente a que la sucesién
de potencias {x"},cn converja a 0 respecto a dicha norma. En efecto, si |x| < 1, entonces
im0 |X"| = lim, e |x|" = 0. Reciprocamente, si la sucesién converge a 0, eventualmente
|x"| < 1,lo que implica |x| < 1.

Dado que la convergencia topolégica es invariante bajo equivalencia de normas:

x| <1 <= lim x" =0en (R ||) <= lim x"=0en (R,|-|) = |x|' <1
n—oo n—oo

(2) = (1) y la existencia de A. Asumimos que |x| <1 = |x|' < 1.Si |x| = 1 para
todo x # 0 (norma trivial), la condicién implica que || también debe ser trivial (pues no hay
elementos con norma menor a 1 excepto el 0), y las normas son iguales con A = 1.

Supongamos que existe y € R tal que |y| < 1. Por la hipétesis, necesariamente |y| < 1. Sea
x € R otro elemento con |x| < 1. Para cualquier par de nimeros naturales n, m € IN, podemos
comparar las potencias de las normas:

X" <y = < [y =y <L ©®)
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(Consideramos el caso en el campo de fracciones si R es dominio, o simplemente la relacién
numérica de las normas). Aplicando la hipétesis (2) a la desigualdad (6):

X'y <1 = |2y <1 = 2" < |y|™.
Tomando logaritmos naturales (notando que In |y| y In |y|" son negativos):

m _ In|x|
nin|x| <mlnly| <= — < .
n Inly|

La implicacion preserva la desigualdad estricta para los logaritmos en la norma prima:
In |x| m In|x|

< .
In |y| n " Inly|

m
n

Dado que el conjunto de los racionales es denso en IR, esto fuerza la igualdad de los cocientes:
Injx|  In|x|
Infyl  Iny|"”

Inly|
Iny|
para todo x con |x| < 1:

Definimos A :=

. Notemos que A € R pues ambos logaritmos son negativos. Entonces,

In|x|"=Aln|x| = |x|' = |x|*.

Extendemos esto a todo R:
= Si |x| > 1, entonces ’x‘l} < 1. Aplicando el resultado anterior a x~ 1, obtenemos ‘x‘l

‘ /

|x 1 o que implica |x|" ' = |x| ™}, y por tanto |x|" = |x|".
= Si|x| =1, entonces [x| £ 1y |x~!| £ 1. Por la hipétesis (2) y su contrapositiva aplicada
. . z s . s . / / / .z
a la equivalencia topolégica implicita, |x|' £ 1y |x|" # 1, por lo que |x|" = 1. La ecuacién
1 = 1% se sostiene.
Finalmente, si |x| = |x|*, es evidente que |x,| = 0 <= |x,|* — 0, por lo que definen la
misma topologia y son equivalentes. u

2.4. Modulos seminormados.

Sea R un anillo con 1, la estructura de R-médulo puede definirse mediante un homomor-
fimos de anillos A : R — End(M) y denotamos Ann(M) = ker A, ademds decimos que un
moédulo M es fiel si Ann(M) = (0). De aqui en adelante todo anillo se considera un anillo
normado.

Definicion 2.6 — Modulo Seminormado. Sea R un anillo normado y M un R-médulo, decimos
M que es un R-médulo normado si existe una norma ||-|| en M tal que:

1. (M, ||-]|) es un grupo normado (con respecto a la suma).

2. Va € R,x € M se tiene |jax| < |a] ||x].

Observemos que si R es un anillo valuado y Va € R,x € M se tiene |lax|| = ||a]| ||x||, entonces
Ann(M) = (0) y por tanto el R-médulo es fiel. Como en las estructuras anteriormente vistas,
los R-médulos normados junto a las funciones R-lineales acotadas como morfismos, forman
una categoria denotado como Normpg.peq. Si R es un anillo valuado, tenemos una subcate-
goria de gran importancia formada por los R-médulos normados fieles junto a las funciones
R-lineales acotadas como morfismos.

CNormg_poqd < Normpg_poq < SNormpg_pod- (7)
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Proposicién 2.12 1. Si M es un R-médulo normado y fiel generado por un elemento x # 0
entonces ¢ : R — M definido por ¢(a) = ax es un homemorfismo acotado cuya inversa
tambien es acotado. Por lo tanto, cada funcién R-lineal sobreyectiva de A hacia M es
un homeomorfismo.

2. Si R es un campo valuado entonces cada R-médulo normado es fiel.

Definicién 2.7 — Espacio de Banach. Sea (K, |-|) un campo normado. Un espacio de Banach
es un K-espacio vectorial V normado tal que la topologia inducida por |||| es completa.

» Ejemplo 2.7 C, es un espacio de Banach sobre Q,, por el Ejemplo (3.4). n

Proposicién 2.13 Sea (K, ||) un campo valorado completo. Entonces, todo K-espacio vecto-
rial normado de dimensién finita es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n con base B = {ej, ..., e, }. Defina-
mos la transformacion lineal ® : K" — V mediante el isomorfismo de coordenadas:

n
D(x1,...,X0) = ) Xi€j.
i1

Consideremos en K" la norma del maximo ||x|,, = max; |x;|. Se sabe que (K", ||-||,) €s un
espacio de Banach dado que K es completo. El objetivo es probar que ® es un homeomorfismo
entre (K", ||-]|) v (V,||-]])- Si esto se cumple, la completez de K" implica la completez de V.
Esto es equivalente a demostrar que existen constantes A, B > 0 tales que para todo x € K":

Allx|[eo < [[@(x)[| < B ||x[| co. 8)
Notese que

|PCx)[ =

n
Y xiei
i=1

Sea B =Y, ||ei||- Esto muestra que ® es una transformacién K-lineal acotada.
Ahora, supongamos que ! no es continua. Esto implica que no existe una constante A >
0 tal que A ||x||, < ||®(x)]|. Por lo tanto, para todo k € IN, existe un vector x(¥) € K" tal que:

n n
<3 il lei] < (max |xj\) Y el
i=1

1=j<n i=1

o] <& ],

Podemos normalizar estos vectores. Sea y*) = . Entonces Hy(k) H = 1y satisfacen:
[o°]

[ < ¢ = JmaE®) =0 inv,|). o)

Dado que Hy(k) H = 1 para todo k, cada vector y(¥) tiene al menos una coordenada con valor

absoluto 1. Como la dimensién 7 es finita, por el Principio de las Casillas (Pigeonhole Prin-
ciple), existe un indice jo € {1,...,n} tal que una infinidad de vectores en la sucesién {y*)}
alcanzan el méximo en la coordenada jy. Extrayendo una subsucesiéon (denotada idénticamen-

te por simplicidad) tal que ’ y](.f)‘ = 1 para todo k, definimos la proyeccién de estos vectores
dividiendo por su jp-ésima coordenada:
1
(k) .— Wy(k)
Yio



Nétese que la jo-ésima coordenada de z(¥) es exactamente 1. Podemos escribir:

o(zK) = ey + ) zl(k)ez-.
i#jo

Por la propiedad (9), sabemos que HCID(z(k)) H — 0. Esto implica:

Cjo — (‘ )y ng)ei> H =0.
i#jo

Sea W = span({e;};.j,)- La ecuacién anterior indica que el vector ¢;, es el limite de una sucesion
de vectores contenidos en el subespacio W. Dado que W es un subespacio de dimensiénn — 1,y
los subespacios de dimensién finita en un campo completo son cerrados, se sigue que ¢;, € W.

Esto significa que e, puede escribirse como una combinacién lineal de los otros vectores de
la base {e;};.j,, lo cual contradice la independencia lineal de la base B. La suposicion inicial es
falsa; por lo tanto, existe A > 0 tal que A ||x||, < |[|®(x)]||. Esto prueba que ® es un isomorfismo
bicontinuo (homeomorfismo). Por ende, V es un espacio de Banach. |

lim
k—o00

Definicién 2.8 — Espacio de Fréchet. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topolégi-
co X sobre un campo K que satisface las siguientes tres propiedades:
1. Localmente Convexo: La topologia de X posee una base de vecindades del origen que
consiste en conjuntos convexos.
2. Metrizable: La topologia de X es inducida por una métrica invariante bajo traslaciéon
d(ie.,d(x+zy+z)=d(x,y) paratodo x,y,z € X).
3. Completo: El espacio métrico (X, d) es completo (toda sucesion de Cauchy converge
en X).

En la préctica, la condicién de ser localmente convexo y metrizable es equivalente a afirmar
que la topologia es generada por una familia numerable de seminormas {|| - ||, }nen que se-
para puntos (es Hausdorff). Desde esta perspectiva, la métrica invariante se define a menudo
explicitamente como:

ol x—=yla
d(x,y) = Zzn1+|\x—y||n'

n=1

Una sucesion (xx) converge a x en la topologia de Fréchet si y s6lo si converge respecto a cada
seminorma: limy_,« || Xx — x||» = 0 para todo n € IN.

Teorema 2.14 Sea {(Xy, || - ||x) }nen una familia numerable de espacios de Banach y { fum :
Xm — Xu}m>n un sistema proyectivo de mapas lineales continuos. Entonces, el limite pro-
yectivo:
X =1lim X,
=

es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Consideremos las proyecciones canénicas 71, : X — Xj,. La topologia de X es,
por definicién, la topologia inicial con respecto a la familia {71, },en. Definimos la familia de
seminormas {p, }nen en X mediante el pullback de las normas de cada espacio de Banach:

on(x) := [[70a(x)[[n,  Vx € X.

Esta familia es numerable y separa puntos, dado que si p,(x) = 0 para todo n, entonces
my(x) = 0 en cada X,, implicando que x = 0. En consecuencia, X es un espacio localmente
convexo, Hausdorff y metrizable.
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Resta probar la completez. Consideremos la inmersién canénica del limite proyectivo en el
producto directo:

L:X<—>ﬁXn.
n=1

Sea P = [] X, equipado con la topologia producto. Dado que cada X, es completo (Banach), el
producto numerable P es completo respecto a su estructura uniforme natural.
El subespacio X se caracteriza como:

X=A(xn) € P|xy— fus1n(xp41) =0,Yn > 1}.

Para cada #, la funcién ¢, : P — X,, dada por ¢, ((xx)) = xXp — fu+r1,n(Xn4+1) s continua, al ser
una combinacién lineal de proyecciones y morfismos continuos.

Por lo tanto, X = ;- ker(¢,) es una interseccién de conjuntos cerrados en P, lo que im-
plica que X es un subespacio cerrado de un espacio completo. Concluimos que X es completo
y, por ende, un espacio de Fréchet. u

2.5. Seminormas no arquimedianas.

Teorema 2.15 — Propiedades generales de las seminormas no arquimedianas.. Sea (G, H) no
arquimediano, entonces las siguientes afirmaciones son vélidas:
1. Para x,y € G con |x| # |y| entonces |x + y| = max{|x|, |y|}.
2. Sixq, -+ ,x, € Gsontal que |x1| > |x¢| para toda k > 1, entonces |Y}_; x| = |x1].
3. SiYy ;i x = 0conn > 2, entonces existen naturales i, j distintos tales que |x;| = |xj’ =
mix{ x|}
4. Si|-|: G — [0,00] es una funcién tal que:
a) 0" =0.
b) x,y € G, cada ves que |x| < |y| implica |x|" < |y|".
entonces (G, |-|") es seminormado no arquimediano.
5. Elespacio (G, |-|) es totalmente disconexo.
6. Sea {x,} una sucesion, entonces es de Cauchy si y s6lo si limy,_,c0 | X541 — X4| = 0.

Demostracién. Procedemos a demostrar cada inciso
1. Sean x,y € G. Sin pérdida de generalidad, asumamos que |x| > |y|. Por la desigualdad
ultramétrica, tenemos:
|x +y| < max{|x[, [y[} = [x]. (10)

Por otro lado, podemos escribir x = (x + y) — y. Aplicando nuevamente la propiedad no
arquimediana:

x| = [(x +y) —y| < max{|x+y|,|-yl} = max{|x+yl|,[y|}.

Si ocurriera que |x + y| < |y|, entonces tendriamos |x| < |y|, lo cual contradice nuestra
hipétesis inicial. Por lo tanto, necesariamente max{|x + y|, |y|} = |x + y|, lo que implica:

x| < |x+yl.

Combinando esto con (10), concluimos que |x + y| = |x| = méax{|x|, |y|}.

2. Procedemos por induccién sobre n. El caso n = 2 es exactamente el inciso anterior. Su-
pongamos que la propiedad es valida para n — 1. Sea S = Y/, x4. Por la desigualdad
ultramétrica generalizada:

S| < max {jxul}.
k=2,...n
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Por hipétesis, |x1| > |xi| para todo k > 1, en particular |x1| > maxe—p . {|xc|} > |S]|.
Aplicando el inciso 1 a la suma x; + S:

n
)
k=1
. Razonamos por contradiccién. Supongamos que existe un tnico indice 7 tal que |x;| > |xk|

para todo k # i. Reordenando los términos si fuera necesario, podemos aplicar el inciso 2
directamente, obteniendo:

= |x1 + S| = max{|x1], [S[} = [x1].

= |xil.

n
)BT
k=1

Sin embargo, por hipétesis ) _; xx = 0, lo que implica |0 = |x;|. Esto conllevaax; =0,y
dado que era el elemento de norma méxima, todos los demads elementos deben ser cero,
contradiciendo la existencia de un maximo estricto tnico (o trivialmente cierto si todos
son 0, pero el enunciado asume implicitamente normas no nulas o n > 2 para estructura
no trivial). Por tanto, el maximo debe alcanzarse al menos dos veces.
. Debemos verificar la desigualdad ultramétrica para |-|'. Sean x,y € G. Sabemos que
|x +y| < méx{|x|,|y|}. Definamos M = méx{|x|,|y|}. Entonces |x +y| < M. Por la
propiedad de monotonta (b), esto implica |x +y|" < M|’
Analicemos |M|":

= Si |x| > |y|, entonces M = |x|, por lo que |[M|" = |x|'. Ademés, como |x| > |y| =

x|" > [yl tenemos |x|' = max{|x, ly|'}.

» Andlogamente si |y| > |x|.

En cualquier caso, |M|" = max{|x|’, [y|'}. Por lo tanto:

x+yl" < max{[x[’, ly|'},

lo que demuestra que |-|’ es una seminorma no arquimediana.

. Para probar que (G, |-|) es totalmente disconexo, demostraremos que las bolas abiertas
son conjuntos cerrados (conjuntos ¢lopen”). Sea B,(a) = {x € G | |[x—a| < r} una
bola abierta. Sea y € B,(a). Existe una sucesién {y,} C B,(a) tal que y, — y. Para n
suficientemente grande, |y, — y| < r. Tomemos un y, tal. Entonces:

ly—al =1y —yn+yn—a| <max{|y —yul,|ys —al}.
Como y, € B,(a), |yn — a| < r. Por la convergencia, |y — y»| < 1.
— |y—a| <r = y € B,(a).

Asi, B,(a) es cerrado. Dado que el espacio tiene una base de entornos formada por con-
juntos abiertos y cerrados a la vez, las componentes conexas se reducen a puntos, es decir,
es totalmente disconexo.

. (=) Si {x,} es de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe N tal que Vn,m > N, |x, — x| < e.
Tomando m = n + 1, se sigue que |x,+1 — x| < g, por lo que el limite es 0.

(<) Supongamos que lim,_,« |X;4+1 — x| = 0. Sea ¢ > 0. Existe N tal que para todo
k> N, |x¢s1 — x¢| < &.Seanm > n > N. Escribimos x,, — x,, como suma telescépica:

m—1

Xm — Xn = Z (Xk41 — Xx)-
k=n

Aplicando la desigualdad ultramétrica generalizada:

|xm — x| < max  {[xp1 — Xk} <e.
k=n,....m—1

Esto prueba que la sucesién es de Cauchy.
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Proposicién 2.16 Si G es un grupo normado no arquimediano, completo y compacto entonces
es profinito. Mas especificamente,
(;Efgg}G/L&

e>0

donde U, := {x € G | |x| < ¢}.

Demostracién. Notemos que U, es un subgrupo abierto en la topologia inducida por la norma y,
por ser un subgrupo abierto de un grupo topolégico, es también cerrado. Como G es compacto
y la familia de clases laterales {g + Ue}4cc forma una cubierta abierta de G por conjuntos
disjuntos (las clases son idénticas o disjuntas), dicha cubierta debe admitir una subcubierta
finita. Esto implica que el indice |G : U] es finito. Por lo tanto, cada cociente G/ U, es un grupo
finito y, dotado de la topologia discreta, es compacto y Hausdorff.

Consideremos el sistema inverso {G /U, }.~o ordenado por la inclusién inversa de los sub-
grupos (si < ¢, entonces U; C U, induciendo la proyeccién canénica 75, : G/Us; — G/ Ug).
Definimos el morfismo canénico:

Q:G—1lmG/U, g (g+ Uee.

e>0

Procedemos a verificar que ® es un isomorfismo de grupos topolégicos.

1. Continuidad: Las proyecciones naturales p. : G — G/U, son continuas (pues U, es
abierto). Por la propiedad universal del limite inverso (topologia producto), ® es continua.

2. Inyectividad: El nicleo de ® estd dado por:

ker® = () ker(pe) = () Ue.

e>0 e>0

Dado que la topologia es Hausdorff (inducida por una norma), la interseccién de todas las
bolas abiertas centradas en 0 es el conjunto trivial {0}. Por tanto, ® es inyectiva.

3. Sobreyectividad: Sea (g, + U;). € @G /U un elemento arbitrario del limite inver-
s0. Consideremos la familia de conjuntos cerrados en G dada por C; = g + U,. Debido a
la compatibilidad de los elementos en el limite inverso, para cualesquiera ¢j, . .., ¢, tomando
d = min{g;}, se tiene que Cs C Cg, para todo i. Por lo tanto, la familia {C,}.~¢ satisface la
propiedad de la interseccién finita. Dado que G es compacto, la interseccion total es no vacia:

NG #.

e>0

Sea x un elemento en dicha interseccién. Entonces x € g, + U, para todo ¢, lo que implica
pe(x) = ge + U. En consecuencia, ®(x) = (g + Ue), demostrando la sobreyectividad.

4. Homeomorfismo: ® es una biyeccion continua desde un espacio compacto G hacia un
espacio Hausdorff (el limite inverso de espacios Hausdorff es Hausdorff). Un resultado clasico
de topologia general garantiza que ® es un homeomorfismo.

Concluimos que G es isomorfo topolégicamente al limite inverso de grupos finitos, es decir,
G es un grupo profinito. n

Proposicién 2.17 Sea A un anillo conmutativo seminormado, son equivalentes:
1. A es no arquimediano.
2. Paratodan € A se cumple |n| < 1.

Demostracién. Procedemos a demostrar la doble implicacion.

(1) = (2). Supongamos que A es no arquimediano; es decir, la seminorma satisface la
desigualdad ultramétrica |x + y| < méx{|x|,|y|}. Demostraremos por induccién que |n| < 1
para todo n € IN (interpretando 7 como 7 - 14).

17



Para el caso base n = 1, tenemos [1| = [1-1| < [1]*. Si [1| # 0, podemos dividir por |1
para obtener 1 < |1]. Sin embargo, en el contexto de seminormas no arquimedianas se suele
normalizar o deducir que |1| < 1. Asumiendo la propiedad estandar de que la unidad tiene
norma 1, el caso base se cumple.

Supongamos que |k| < 1 para un k € IN. Consideremos k + 1:

|k +1] < méax{|k|,|1|} < max{1,1} =1.

Por induccién, |n| < 1 para todo n € IN. Dado que |—1| = |1| = 1, la propiedad se extiende a
todon € Z C A.

(2) = (1). Supongamos que |n| < 1 para todo entero n € Z. Sean x,y € A y definamos
M = max{|x|, |y|}. Debemos probar que |x +y| < M.

Para cualquier k € N, utilizamos la expansioén binomial:

k
(x+ y)k = 2 <I;> xfyk_j. (11)
=0

Aplicando la seminorma y la desigualdad triangular estdndar (no la ultramétrica, pues es lo

Por hipétesis, los coeficientes binomiales son enteros en el anillo, por lo que ‘ (’]‘) ‘ < 1. Ademass,

o
[ fy [

eyl = | (x+ )Y <y
j=0

dado que |x| < My |y| < M, tenemos que |x| |y|k_j < MF. Sustituyendo estas cotas en la
suma:

k
x+y <Y 1M = (k+1)M~
j=0

Tomando la raiz k-ésima en ambos lados de la desigualdad en IR:
Ix+y| < (k+ 1) M.
Tomando el limite cuando k — oo, sabemos que limy o, (k + 1)1/ k'—= 1. Por lo tanto:
[x+y| <1-M =max{|x|, |y[}.

Esto concluye la prueba de que la seminorma es no arquimediana. u

Proposicién 2.18 Si R es un anillo normado multiplicativo no arquimediano entonces R es
un dominio entero.

Definicién 2.9 — Residuos. Sea G un grupo seminormado (anillo seminormado), definimos
su grupo (anillo) de resiudos como

G :={xeG| x| <1}/U4
De la definicién anterior, se tiene los siguientes funtores
R:SNorm. — Ab, G — G~

R: SNormgng — Rng, R — R”™

18



En la literatura clasica como en Serre [2013] 6 Hunacek [2021], si el anillo K es un campo nor-
mado entonces se usa la notacion siguiente

Ox:={xeK||x| <1},

conidealm := {x € K | |x| < 1} yasuanillo de residuos es denotado como xx o simplemente x
cuando no haya confusién. Véase (3.3) para mds aclaraciéon con respecto a esta notacion.

Proposicién 2.19 Si K es un campo normado no arquimediano, entonces su anillo de residuos
Kk es un campo. Més atin, Ok es un anillo local con ideal maximal tnico m.

Demostracién. Para ver que el cociente xx = Ok /mg es un campo, basta demostrar que todo
elemento distinto de cero en ki es invertible.

Sea ¥ € kk tal que ¥ # 0. Esto significa que si tomamos un representante x € Ok, entonces
x ¢ mg.Por definicién de estos conjuntos, tenemos que:

x€Ox\mg = [x|<1ly x| £1 = |x|=1.

Dado que K es un campo y |x| # 0, existe el inverso multiplicativo x~! en K. Calculamos su
norma:

Esto implica que x 1 € Ok. Por lo tanto, en el cociente tenemos:

Toxl=x-x1=1
Hemos probado que todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo, lo que demuestra que
Ok es un anillo local con ideal maximal tinico mg y xx es un campo. u

Definicion 2.10 — Nilpotentes topolégicos. Un elementoa € A es topoldgicamente nilpotente
si lim, 0o a" = 04. Denotamos como A* al conjunto de los elementos topolégicamente
nilpotentes de A.

Notemos que en un anillo con seminorma no trivial se tiene que A(1) C AX, en efecto pues si
tomamos a € A(1) entonces para toda n € IN se tiene que ||a"| < ||la]|" < a < 1y entonces se
puede concluir que lim;,_,., 4" = 0, por tanto a € AX.

Proposicién 2.20 A* < A es un subgrupo aditivo y es multiplicativamente cerrado. Ademés
es abierto y cerrado con respecto a la topologia de la seminorma no arquimediana.

Demostracion. Es claro que 0 € A*. Ahora tomemos 4,b € AX, entonces tenemos directamente
que ab € AX, para la suma, sea € > 0 y consideremos M > 0 un numero real positivo tal que
para toda n € IN se cumpla:

[a" ||, [|6"] < M.

Entonces existe m € IN tal que:

a"(| < eM7!, ||| < eM™, Vi > m.

por lo tanto a + b € AX. Por tltimo como A(1) < AX y AX es subgrupo topoldgico entonces
A* es abierto y cerrado. u

Asi que para cada n > 2m se tiene:

|(a+b)"|| < max{|a’

<
0<i<n } =€

bnfi‘
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I Corolario 2.21 Si A es completo entonces A* es completo.

Proposicién 2.22 Si A es completo para toda e € A de formae =1 —y cony € AX es una
unidad en A.

Demostracién. Esto se sigue de que para cada y € AX entonces Y oo ,y" € A y entonces:

(1-y) <ioy> =1

Proposicién 2.23 Si A es un anillo normado completo, se tiene que U(A) el subgrupo de las
unidades es un conjunto abierto y todos los ideales maximales de A son cerrados.

Demostracién. Por la proposicién anterior (2.23) tenemos que si u € U(A) entonces u + uA* C
U(A), notemos que uA* es una vecindad de 0 € A y usando la traslacién T(x) = ux que
es continuo entonces U(A) es abierto. Para la segunda parte si m < A es un ideal maximal,
entoncesm C A—U(A)ycl(m) C A—U(A), pero A — U(A) es cerrado y cl(m) es un ideal
entonces m = cl(m) [

Uno de los teoremas importantes en Algebra Conmutativa es el lema de Nakayama, existe una
version para anillos seminormados y se enuncia como sigue:

Proposiciéon 2.24 — Lema de Nakayama para anillos completos.. Sea A un anillo completo y M
un A-médulo. Si N < M es tal que existe x,- -+ ,x, € My

n
MCN+Y Ak,
i=1

Entonces N = M.

Demostracién. Consideremos el médulo cociente M = M/ N. Denotemos por £; a la clase de x;
en M paracadai=1,...,n.Lahipétesis M C N + Y/ ; A¥x; implica que, en el cociente, todo
elemento de M puede expresarse como una combinacion lineal de los ; con coeficientes en AX.
En particular, esto es vélido para los propios generadores ;. Por lo tanto, existen coeficientes
aj; € AX tales que:

n
Xj= Zaﬁxi, paraj=1,...,n.
i=1

Podemos reescribir este sistema de ecuaciones lineales en M agrupando términos:

™=

(511 - aﬁ)fi =0, (12)

Il
—_

donde J;; es la delta de Kronecker (1sij =1,0sij # i).

Sea D la matriz n x n con entradas en A dada por Dj; = J;; — aj;. Sea d = det(D) el deter-
minante de esta matriz. Multiplicando el sistema (12) por la matriz adjunta de D (el truco del
determinante), obtenemos que el determinante anula a los generadores:



Dado que los %; generan a M, se sigue que d - M = 0.

Analicemos la estructura del determinante d. Por la definicién del determinante como suma
de productos permutados:

d= det(I — (a]-i)) =1 +y,

donde y es un polinomio en los coeficientes 4;;. Dado que A es un anillo no arquimediano y
ajj € A¥ (y A es un ideal, pues es cerrado bajo sumas y absorbe productos por elementos
acotados de A), se sigue que y € AX.

Podemos escribir d = 1 — (—y) con —y € A*. Por la Proposicién (2.22), concluimos que d
es invertible en A.

Finalmente, dado que d es una unidad y d - M = 0, multiplicando por d~! obtenemos

M =0, lo que implica M = N. n

Definicién 2.11 — Reticulas en Espacios de Banach. Sea K un campo valorado no arquime-
diano completo con anillo de enteros Ox = {x € K : |x| < 1}. Sea V un espacio de Banach
sobre K. Una Ok-reticula (o simplemente reticula) £ en V es un Og-submédulo de V tal
que:

1. L es acotada (existe C > 0 tal que ||v|| < C para todo v € L).

2. L genera a V como K-espacio vectorial (i.e., K- £ = V).

Proposicion 2.25 Sea V un espacio de Banach no arquimediano sobre K. Existe una Ok-reticu-
la £ C V tal que V es el colimite directo de los reescalamientos de dicha reticula. Especifica-
mente, si elegimos 7 € K con 0 < |7r| < 1 (un uniformizante topolégico):

V = colimy e m "L = | "L
n=0

Demostracion. Consideremos la bola unitaria cerrada de V:
L={veV:|v] <1}

Entonces £ es un Og-médulo acotado (por 1).

Sea m € K tal que 0 < || < 1. Consideremos la sucesion de submédulos £, = " L.
Dado que |7r] < 1, se tiene |7~ !| > 1.Siv € L,, entonces v = 77" con ||I|| < 1. Podemos
escribir v = 71~ "+ (711). Como ||7tl|| = |7|||I|| < |7t| < 1, se sigue que 7l € L. Esto implica
Ly, C Ly41. Asi, forman un sistema dirigido bajo inclusién. Veamos que V = (J;_, 7 "L. Sea
xeV.

» Six =0, entonces x € L = L.

» Six #0,sear = ||x|| € Rs. Como |7r| < 1,1a sucesion |7r|™" = (1/|mt|)" tiende a infinito

cuando n — oo. Por la propiedad arquimediana de los ntiimeros reales (aplicada a los
valores de la norma), existe N € IN tal que:

| N > 7= ||x|.
Consideremos el elemento y = 7tNx. Su norma es:
lyll = 7Nx|| = |7N]|x]| < |7[N|7|™N = 1.

Por lo tanto, y € L. Despejando x, tenemos x = 77~ Ny, lo cual implica x € 7N L.
Como la unién de una cadena dirigida coincide con su colimite directo en la categoria de médu-
los:
V & colim, 7" L.
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Proposicién 2.26 Sea L una extensién algebraica de IF,, R = W(L), y K = Frac(R). Entonces,
K dotado de la topologia p-ddica es un espacio de Banach sobre Q,,.

Demostracién. Dado que L es una extension algebraica de un campo perfecto, L es perfecto.
Por la teoria de vectores de Witt, R = W(L) es un anillo de valuacién discreta completo de
caracteristica mixta (0, p), con uniformizante p. En consecuencia, su campo de fracciones K
es completo respecto a la norma inducida por la valuacién p-ddica, denotada por | - [x. La
inclusién natural IF, < L induce un morfismo de anillos W(IF,) < W(L), identificando a Z,
como un subanillo de R. Esto se extiende a una inclusién isométrica de campos Q, < K.
Dado que K es un espacio vectorial sobre Q, y es completo respecto a la norma | - [ (la
cual es compatible con la de Qy), concluimos que K tiene la estructura de un espacio de Banach
sobre Qy. [ |

3. Anillos de valuacién y de valuacién discreta.

Definicién 3.1 — Filtracién en grupos y anillos. Una funcién v : G — R U {oo} en un grupo
es una filtracion si se satisface:
1. v(0) = oo.

2. o(x +y) > min(v(x),v(y)).
Si G es un anillo pedimos adicionalmente que:

1. v(1) > 0.

2. v(xy) > v(x) +v(y) paratoda x,y € G

Proposicién 3.1 Si A es un anillo seminormado no arquimediano entonces tenemos una fil-
tracion definida como v := —In||||. Ademas para cada filtracién y ¢ € (0,1) la siguiente
funcién || || := €” hace a A un anillo seminormado no arquimediano.

Demostracién. Dividimos la prueba en dos partes correspondientes a las dos construcciones

propuestas.

Parte 1: De seminorma a filtracién. Sea (4, ||-||) un anillo seminormado no arquimediano.
Definimos v : A — R U {oo} como v(x) := — In(||x||). Verificamos las condiciones de la Defini-
cién 3.1:

1. Condicién del cero:
v(0) = —1In(]|0]|) = —In(0) = oo.

2. Desigualdad ultramétrica logaritmica: Sean x,y € A. Por ser la seminorma no arquime-
diana, sabemos que ||x +y|| < méx(||x|,||y||). Dado que la funcién logaritmo natural
es estrictamente creciente, la funcion t — — In(t) es estrictamente decreciente. Al aplicar
esta funcién a la desigualdad, se invierte el orden:

—In([lx +y[l) = —In (max(||x[], [y [])) -

Observamos que el logaritmo negativo del méximo corresponde al minimo de los loga-
ritmos negativos:

—In (max([|x[|, |y [|)) = min(=In([|x[}), = In([[y]}))-

Por lo tanto, v(x +y) > min(v(x),v(y)).
3. Condicién de la unidad: Como A es seminormado, y no arquimediano, se cumple que
|1|| <1 (propiedad deducida de la proposicién anterior). Entonces:

v(1) = —In([1]) > ~In(1) = 0.
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4. Subaditividad (correspondiente al producto): Usamos la submultiplicatividad de la nor-
ma ||xy|| < ||x] ||y||- Aplicando — In:

—In(llxy[]) = = In(flx[ [y]l) = = In(llx[]) = In(lly])-

Sustituyendo por v, obtenemos v(xy) > v(x) + v(y).
Concluimos que v es efectivamente una filtracién en el anillo A.

Parte 2: De filtracién a seminorma. Sea v una filtraciéon en A y sea ¢ € (0,1). Definimos
| x||, := &"¥). Verificamos que ||-||, es una seminorma no arquimediana:
1. No negatividad y cero: Como la imagen de la exponencial es no negativa, |x|[, > 0.
Ademas:
0], =" =&* =0.

2. Desigualdad ultramétrica: Sean x,y € A. Sabemos que v(x +y) > min(v(x),v(y)). Dado
que la base ¢ estéd en el intervalo (0,1), la funcion exponencial ¢ — ¢’ es estrictamente
decreciente. Aplicando la exponencial a la desigualdad de la filtracién:

g/ (ty) < gmin(v(x)v(y)),
Noétese que elevar un niimero menor a 1 a la potencia minima resulta en el valor maximo:
emn(vY) = max ('), "W).,
Por lo tanto, ||x + y||, < méx(||x||,,|ly]|,)- Esto prueba la desigualdad triangular fuerte.
3. Submultiplicatividad: Usamos la propiedad v(xy) > v(x) + v(y). Aplicando la base «:
' (W) < gr()Hvly) — v(x) | (),
Esto se traduce directamente en ||xy/||, < ||x||, |lv]|,-

4. Norma de la unidad: Dado v(1) > 0, tenemos:

1], =™ < =1.

Por lo tanto, ||-||, dota a A de una estructura de anillo seminormado no arquimediano. |

Proposicién 3.2 Seaneéj, €2 € (0,1) y v una filtracién en un grupo G entonces sus seminormas
inducidas ||-||;, ||-||, son equivalentes.

Demostracion. Por la proposicién anterior (3.1), las seminormas inducidas estan definidas explici-
tamente como:

o V(%) o (%)
x|y := ¢ y xl=¢", VxedG.
Dado que ¢1,¢&2 € (0,1), podemos expresar uno en términos del otro mediante una potencia
positiva. Sea « = ﬁ—z Como ambos logaritmos son negativos, el cociente es positivo, es decir,

a > 0. Entonces se cumple &, = €.
Sustituyendo esta relacién en la definicién de ||-||,, obtenemos:

Ixll2 = ()" = ()" = x5
Esta relacion potencial implica que ambas seminormas generan la misma topologia. Para veri-

ficarlo, basta observar que las bases de entornos del origen son cofinales entre si. Sea B,(i) (0) =

{x € G| ||x]|; < r} labola abierta de radio r respecto a la seminorma i.
Para todo 4 > 0, tomando ¢’ = %, tenemos:

Ixlly <6 = lxllf <& = [lx]l, <&

Esto demuestra que la identidad Id : (G, ||-|l;) — (G, ||-||,) es un homeomorfismo, y por tanto,
las seminormas son equivalentes. u
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Definicion 3.2 — Semivaluaciones y Valuaciones. Sean R un anillo y una filtracién v: R —
R U {0}, decimos que v es:
1. Una semivaluacion, si se cumple la propiedad; v(a) = oo siy s6losia = 0.
2. Una valuacion, si es una semivaluacion y satisface v(ab) = v(a) + v(b) para toda
a,b € R.
Ademas decimos que la pareja (A, v) que es un anillo de valuacion si v es una valuacién.

Proposicién 3.3 — Correspondencia biyectiva entre filtraciones y seminormas. Sea R un anillo.
La aplicacién ¥(v) = e~V define una biyeccién entre el conjunto de filtraciones en R y el
conjunto de seminormas no arquimedianas en R, cuya inversa es ®(||-|[) = —In||-||.Esta
biyeccién induce, por restriccién, correspondencias uno a uno entre los siguientes subcon-
juntos destacados:
1. Las semivaluaciones en R corresponden biyectivamente a las normas no arquimedia-
nas en R.
2. Las valuaciones en R corresponden biyectivamente a las normas multiplicativas no
arquimedianas.

Demostracion. Sea F el conjunto de filtraciones y S, el de seminormas no arquimedianas. De
la Proposicién 3.1, sabemos que las imagenes de ¥ y @ caen en los conjuntos indicados. Dado
que —In(e™) = xy e (-I"¥) = y para y € (0,0), las aplicaciones son inversas mutuas.Para
las restricciones:
1. Seav € F. v es semivaluacién ssi v(x) = co <= x = 0. Esto equivale ae™'¥) =0 <=
x = 0, que es la definicién de norma (ntcleo trivial).
2. Sea v € F una semivaluacion. La condicién de valuaciéon v(xy) = v(x) 4+ v(y) se tra-
duce mediante la exponencial en e~ V(%) = ¢~ (V) HVW) = o=v(¥)e=v¥), es decir, ||xy|| =

[ Iy 1]-
_

Se sigue de las proposiciones (3.1) y (2.18) que todo anillo de valuacién es un dominio ente-
ro.

Proposicién 3.4 — Equivalencias a los anillos de valuacién.. Sea D un dominio entero con su
campo de fracciones K. Son equivalentes:

1. Para todo x € K\ {0}, al menos uno de los dos elementos x o x~! estd en D.

2. Los ideales de D estan totalmente ordenados por inclusién.

3. Los ideales principales de D estan totalmente ordenados por inclusién.

4. (D, v) es un anillo de valuacion.

Demostracion. Procedemos a demostrar la cadena de implicaciones (1) —= (2) = (3) =
(1) y finalmente la equivalencia (1) < (4).

(1) = (2).Sean I, ] dos ideales de D. Supongamos que I Z . Debemos demostrar que
entonces | C I. Como I Z ], existe un elementoa € [ tal quea ¢ |. Sea b € | un elemento
arbitrario no nulo (si ] = (0) la inclusién es trivial). Consideremos el elemento x = a/b en el
campo de fracciones K. Si x € D, entonces a = xb. Como b € | y | es un ideal, entonces xb € ],
lo que implica a € ], contradiciendo la eleccién de a. Por lo tanto, x ¢ D. Por la hipétesis (1),
x 1 e D.Esdecir,b/a=d para algind € D. Entonces b = da. Comoa € Iy I esideal, da € I,
luego b € I. Esto demuestra que | C I.

(2) == (8). Trivial, pues los ideales principales son un subconjunto de todos los ideales.
Si todos los ideales estdn ordenados, en particular los principales lo estan.

(3) = (1).Seax € K\ {0}. Podemos escribir x = a/bcona,b € D\ {0}. Consideremos
los ideales principales generados por el numerador y el denominador: (a) y (b). Por hipotesis,
estos ideales son comparables.
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= Caso 1: (b) C (a). Entonces b = ra paraalginr € D. Luego x ' =b/a=r € D.

» Caso 2: (a) C (b). Entonces a = sb para algins € D. Luego x =a/b =s € D.
En cualquier caso, x € Dox™! € D.

(1) < (4). (=) Asumimos la propiedad 1. Construimos la valuacién explicitamente.
Sea U = D* el grupo de unidades de D. Consideremos el grupo cociente I' = K* /U (escrito
aditivamente o multiplicativamente segtn se prefiera, usaremos notacién aditiva para coincidir
con la definicion de valuacion v(xy) = v(x) + v(y)). Definimos una relacién de orden en I':

xU<yU <= yx ' €D.

Es rutinario verificar que (I', <) es un grupo abeliano totalmente ordenado gracias a la propie-
dad (1). Definimos v : K — I' U {c0} como la proyeccién canénica para x # 0y v(0) = oo. Es
inmediato que v(xy) = v(x) + v(y) y, dado que si v(x) > v(y) entonces xy~! € D, se deduce
la desigualdad ultramétrica v(x +y) > min(v(x),v(y)). Ademas, D = {x € K | v(x) > 0}, por
lo que (D, v) es un anillo de valuacion.

(<) Sea (D, v) un anillo de valuacién con grupo de valores I'. Sea x € K\ {0}. En el grupo
totalmente ordenado T, necesariamente v(x) > 0o v(x) < 0.

= Siv(x) > 0, entonces por definicién de anillo de valuacién, x € D.

» Siv(x) <0, entonces v(x ') = —v(x) > 0, lo que implica x ! € D.
Esto concluye la prueba. n

Proposicion 3.5 — Anillos de valuacion discreta. Sea R un dominio entero con campo de frac-
ciones K, son equivalentes:

1. R es un anillo local, un dominio de ideales principales y no es un campo.

2. (R,v) es un anillo de valuacion cuyo grupo de valores I' = (Z, +).

3. R es un anillo local, un dominio de Dedekind y no un campo.

4. R es un dominio de ideales principales con un tinico ideal primo no cero.

5. K tiene una valuaciéon v: K — Z U {oo} talque R = {0} U{x € K | v(x) > 0}.

Demostracién. Estableceremos la cadena de implicaciones (1) = (4) = (5) <«
(2) = (1) y finalmente la equivalencia (1) < (3).

(1) = (4. Supongamos que R es un anillo local y un Dominio de Ideales Principales
(DIP). Al ser un anillo local, posee un tnico ideal maximal m. En un DIP, todo ideal primo no
nulo es maximal. Por consiguiente, m es el tinico ideal primo no nulo de R.

(4) = (5). Sea m el tnico ideal primo no nulo. Como R es un DIP, m es principal, digamos
m = (7). Dado que R es un DIP, es un Dominio de Factorizacion Unica (DFU). Puesto que m es
el inico primo, 7t es el tinico elemento irreducible salvo asociacién por unidades. Por lo tanto,
cualquier a € R\ {0} se puede escribir de forma tinica como a2 = u7" conu € R* y n € N>,.

Extendemos esta estructura al campo de fracciones K. Cualquier x € K* tiene la forma
x = urt* con k € Z. Definimos la funcién:

v(x) = k six=urm
oo six=0

k

Es directo verificar que v es una valuacion discreta (su imagen es Z U {c0})y que R = {x € K |
v(x) > 0}.

(2) <= (5). Esta equivalencia es inmediata por definicién. Si el grupo de valores es iso-
morfo a Z, la valuacién es discreta. Inversamente, si existe tal valuacién v y R es su anillo de
valuacioén, entonces el grupo de valores es la imagen de v, que es subgrupo de Z, y por ser no
trivial (no es un campo), es isomorfo a Z.

(5) = (@).Seav : K — ZU {oo} la valuacién asociada. Sea 7t € R tal que v(7r) = 1 (un
uniformizador). Sea I C R un ideal no nulo. El conjunto de valores v(I) = {v(x) | x € I} C N
posee un elemento minimo, digamos k > 0. Afirmamos que I = (7t¥).
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= Sea x € I, entonces v(x) > k, lo que implica v(x7 %) > 0, asi u = xr~* € R. Por tanto
x = un* € (k).
» Inversamente, existe a € I tal que v(a) = k. Entonces v(art =) = 0, lo que implica que
arr* es una unidad en R. Asi 7% = a(ar™%)"1 € .
Esto demuestra que R es un DIP. Ademads, es local pues los no unidades son exactamente m =
{x | v(x) > 1}, yno es campo pues v(r) =1 # 0.

(1) <= (3). (=) Todo DIP es un dominio de Dedekind (es Noetheriano, integramente
cerrado y de dimensién de Krull 1). Al ser local y no campo por hipétesis, se tiene (3).

(<) Sea R un dominio de Dedekind local con ideal maximal m. En un dominio de Dede-
kind, todo ideal fraccionario se descompone de manera tinica como producto de potencias de
ideales primos. Como R es local, m es el tinico primo. Por tanto, todo ideal I es de la forma
m". Sea 71 € m \ m? (tal elemento existe por el Lema de Nakayama o la factorizacion tnica de
ideales). Entonces (71) C m pero () € m?. La factorizacién tnica fuerza a que (71) = m. Como
el ideal maximal es principal y todo ideal es potencia del maximal, todo ideal es principal. W

Lema 3.6 Sea R un Anillo de Valuacién Discreta (DVR) con ideal maximal m = (), y sea
K = Frac(R) su campo de fracciones. Entonces, para todo elemento no nulo x € K*, existen
tnicos # € R* (una unidad) y k € Z tales que:

x:unk

Demostracién. Sea x € K con x # 0. Por definicién del campo de fracciones, x se puede escribir
como el cociente de dos elementos de R:

x = g, witha,b € R\ {0}.

Dado que R es un DVR, es un dominio de ideales principales local. Todo elemento no nulo
r € R se escribe de la forma r = €71, donde ¢ es una unidad en Ry n > 0 es el orden de la
valuacién de r.

Aplicando esto al numerador y al denominador:

a=u,7m and b=uym",

donde u,, u, € R* y ny,n, € N U{0}.
Sustituyendo en la expresion para x:
U, 7T

_ _ -1
X = R (uqu, *)m

Ng—ny

Como R* es un grupo multiplicativo, el producto u = ugu, 1 es una unidad en R. Sea
k = n, —n, € Z. Asi, se obtiene la expresion deseada:

x = urt.
Para la unicidad, supongamos que x tiene dos representaciones:
X = ulnkl = uznkz,

con uy, Uy € R* yky, ko € Z. Sin pérdida de generalidad, asumamos k; > k».
Reordenando las unidades y el uniformizante:

uluz’l = gl

El lado izquierdo (u;u,') es una unidad en R (pues el producto de unidades es unidad).
Por tanto, el lado derecho 772751 debe ser una unidad en R.
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Sin embargo, en un DVR, el elemento 7t es una unidad si y sélosim = 0. Sim > 0,
entonces 1 € my no puede ser invertible. Sim < 0, " & R.

Por lo tanto, es necesario que k, — k; = 0, lo que implica k; = ky. Sustituyendo esto en la
ecuacion original se obtiene u; = uy.

Concluimos que la representacion es tinica. u

Definicion 3.3 — Anillos de valuacién discreta. Un anillo de valuacién discreta es un dominio
de ideales principales con un tinico ideal primo no cero.

Proposicién 3.7 Si R es un DVR con ideal maximal m = (), y K es su campo de fracciones,

entonces:
o0

K = colim,, yeom ™" = U n"K.
n=0

Demostracién. Se debe demostrar la igualdad de conjuntos K = J;,_om™".
(D) La contencion es inmediata. Por definicion, m~" = 71~ "R es un submoédulo de K (un ideal
fraccionario). Asi, m~" C K para todo n > 0, implicando que la unién est4 contenida en K.
(C€) Seax € K.
» Six =0, entonces x € R = mY, por lo que x estd en la unién.
= Si x # 0, dado que R es un DVR, por el Lema (3.6), x se escribe de manera tinica como
x = unt*, donde u € R* es una unidad y k € Z. Se analiza el signo de k:
1. Caso k > 0: En este caso, 77* € R, por lo tanto x € R. Dado que R = m’ c Um™", x
pertenece a la unién.
2. Caso k < 0: Sean = —k. Dado que k es negativo, n > 0. Podemos escribir:

—n

X = Urt

Esto significa que x € 7 "R. Por definiciéon, m~" = 7~ "R. Por lo tanto, existe n
(especificamente n = —v(x)) tal que x € m™".
En cualquier caso, existe n > 0 tal que x € m™", demostrando que K C [J;_om™". [ |
3.1. Valuacién [-adica.

Empezamos a estudiar el primer ejemplo importante para generar valuaciones.

Definicién 3.4 — Valuacién [-adica. Sea R un anillo conmutativo con identidad e I < R un
ideal. Se define la valuacién I-ddica como la funcion

vi(x) :=sup{n |x € I"}

Proposicién 3.8 La valuacién [-adica v;: R — IN U {co} satisface las siguientes propiedades:
1. 1/[(0) = 0Q.
2. vi(x+y) > min(vi(x), vi(y)).
3. vi(xy) > vi(x) +vi(y).

Demostracién. Procedemos a verificar cada propiedad utilizando la definicién de la cadena de
potencias del ideal I.

1. Por definicién de ideal, 0 € I para todo k € IN. En consecuencia, el conjunto {k € N |
0 € I¥} es N completo. Por lo tanto:

v1(0) = sup(IN) = oo.
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2. Sean x,y € R. Definamos n = vy(x) y m = v;(y). Sin pérdida de generalidad, asumamos
n < m. Esto implica la inclusiéon de ideales I C I". Dado que y € I"", entonces y € I".
Como x € I" y I" es un subgrupo aditivo (es un ideal), se sigue que x +y &€ I". Por
definicién del supremo:

vi(x+y) >n=min(n,m) = min(v;(x),v(y)).

(Si alguno es oo, la desigualdad se mantiene trivialmente).

3. Seann = v;(x) y m = v;(y) (asumimos valores finitos, el caso infinito es trivial). Entonces
xel"yyel™ Por la definicion del producto de ideales, tenemos que el producto
xy pertenece al ideal generado por los productos de elementos, es decir:

xy e I"- 1" ="
Esto implica inmediatamente que:
vilxy) = 4 m = vi(x) +vi(y).
[
Corolario 3.9 SiI < R esun ideal entonces v; es una filtracién cuya imagen estd en IN U {co}.

Ademés:
1. (R,vr) es una semivaluacién si y s6lo si (,,en I" = 0.

Proposicién 3.10 — Propiedades algebraicas de las valuaciones [-adicas. Se tiene lo siguiente:
1. Para cada a € R, la familia {a + I" },en forma un sistema fundamental de vecindades

de a. Esto define una topologia en R, llamada topologia I-ddica, la cual hace de R un

anillo topolégico.

El anillo R con la topologia I-ddica es Hausdorff si y s6lo si (,,en I" = (0).

3. Si R es un dominio de Dedekind e I es un ideal primo, entonces

N

vi(xy) = vi(x) +vi(y).

Demostraciéon. 1. Estructura de anillo topolégico.Para que la familia B = {I"},cn defina
un sistema fundamental de vecindades del cero para una topologia lineal en R, debe
satisfacerse que 0 € (N I" (lo cual es trivial) y que para todo U € B existe V € B tal
que V C U. Esto es inmediato dado que la filtracién es decreciente: "1 C 1. Una
vez establecida la topologia por traslacién (vecindades de a son a + I"), verificamos la
continuidad de las operaciones de anillo:

= Suma: Sean x,y € R. Para cualquier vecindad U, = (x +y) + I", tomamos las vecin-
dades Vy =x+1I1"yV, =y+1".Siac Vyyb €V, entoncesa =x+i1yb=y+1i
con iy, ip € I
a+b=(x+y)+ (i1 +1i2).

Como I" es unideal, iy + i, € I", por lo que a + b € U,. La suma es continua.

» Producto: Sean x,y € Ry una vecindad de xy dada por xy + I". Debemos encontrar k
tal que (x + IF)(y + IF) Cxy +1".Seaa € x + [Fy b € y + I¥, escribimos a = x + Jy,
b=y+dy.

ab — xy = xb, + ydx + 6xy.

Para asegurar que esto esté en I", fijamos k > n. Entonces Jy, oy € I". Como I" es
ideal, absorbe la multiplicacién por x y y, y es cerrado bajo el producto interno. Asi,
ab € xy + I". El producto es continuo.
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Por lo tanto, R es un anillo topolégico.

. Propiedad de Hausdorff. En un grupo topolégico, la propiedad de Hausdorff es equiva-
lente a que el conjunto formado por el elemento neutro sea cerrado; es decir, la intersec-
cién de todas las vecindades del cero debe ser trivial.

{0}= () u=Nr.

UeN(0) nelN

Por lo tanto, el espacio es Hausdorff si y s6lo si (,cn I = (0).

. Propiedad multiplicativa en Dominios de Dedekind. Sea R un dominio de Dedekind
e I = p un ideal primo. En esta clase de anillos, todo ideal fraccionario a admite una
factorizacién tinica en producto de ideales primos:

a =]

Para cualquier x € R\ {0}, el ideal principal (x) se factoriza como (x) = p*»¥a, donde
p 1 a (es decir, x € p»*) pero x ¢ pv»(¥)+1),
Sean x,y € R\ {0}. Consideremos sus factorizaciones:

(x) =p"a, (y) =p"b,
donde n = v,(x), m = v4(y), y a, b son ideales coprimos con p. El ideal generado por el

producto es:
(xy) = (x)(y) = p"""(ab).

Para demostrar que v,(xy) = n + m, basta probar que p { ab. Dado que p es un ideal
primo en un dominio de Dedekind, se cumple la propiedad:

poab < pJOaop b

Como por construccion p 1 a 'y p 1 b, se sigue que p { ab. En consecuencia, la potencia
exacta de p que divide a (xy) es n + m, demostrando que:

vp(xy) = vp(x) +vp(y)
[ |

Para cadan € IN, sea 71,: R — R/I" la proyeccién canénica. Al dotar a R/I" de la topologia
cociente respecto a 7, y siguiendo un razonamiento similar a la prueba de la proposiciéon

), se tiene que R/I" es discreto. Se obtiene el siguiente diagrama conmutativo de anillos

topolégicos:

R

l \ (13)
R/I «— R/I2 «2 R/I3 = R/I*

Definiendo

nelN

R, ::@R/I": {(xn+1") € HR/I” | Xp41 —xn € I”},
n

el diagrama (13) induce el morfismo canénico

1:R—>R;, x— (x+I")pen
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Proposicion 3.11 Se cumplen las siguientes afirmaciones:
1.

2.
)
4.

5.

Una sucesién x, € R es de Cauchy si y sé6lo si para todo k > 1 existe N tal que para
todon > N, x,41 — x,, € I,

ker: = N,en I

Sean [ = Iﬁl yU, = ker(ﬁl — R/I").Si R es Noetheriano, entonces U, = .

R; posee una topologia con sistema fundamental de vecindades {U, },en, y es Haus-
dorff y completo.

R es denso en R;.

Demostracion. Procedemos a demostrar cada afirmacion utilizando las propiedades de la topo-

logia
1.

lineal y la construccién del limite inverso.

Criterio de Cauchy en topologias lineales. (=) Si {x,} es de Cauchy, por definicién,
para todo k > 1 existe N tal que si n,m > N, entonces x,, — x,,;, € I*. Tomandom = n+1,
se obtiene el resultado inmediato.

(<) Supongamos que para todo k existe N tal que x; .1 — x; € I¥ para todo i > N. Sean
m > n > N. Escribimos la diferencia como una suma telescépica:

m—1

X —Xn =Y (Xj11 — xj).

j=n

Dado que cada término (x;,1 — x;) pertenece al ideal I¥ y los ideales son cerrados bajo la
suma finita, concluimos que x,, — x, € I k. Por lo tanto, la sucesion es de Cauchy.

Niicleo del morfismo canénico. El morfismo canénico ¢ : R — R; = @n(R/ I") estd
definido por ((r) = (r + I")uen. Un elemento r € R estd en el nucleo si y sélo si su
imagen es cero en cada componente del limite inverso; es decir, r 4+ I" = 0 + I" para todo
n € N.

rel"'VneN < re [ I"
nelN

Por lo tanto, ker: = (N, ["-
Identificacion de la topologia en el caso Noetheriano. Sabemos que R; se define como
el limite inverso de los cocientes R/I". Existe una sucesién exacta natural para cada n:

0— U, — R} 2 R/I" — 0,

donde 71, es la proyecciéon canénica del limite inverso a su n-ésima componente. Por
definicion, U, = ker(7,).

Dado que R es Noetheriano, la completaciéon es plana sobre R y se tiene el isomorfismo
canénico R;/I" = R/I" (donde T = IR;). Esto implica que el ideal I" coincide con el
nucleo de la proyeccién a R/I", es decir, U, = T". Nota: Sin la hipétesis de que R es
Noetheriano, solo podemos afirmar en general que I" C U,

Propiedades topolégicas de la completacién. La topologia en R; se define como la topo-
logia del limite inverso (topologia subespacio del producto directo [T R/I", donde cada
R/ 1" tiene la topologia discreta). Una base de vecindades de 0 en esta topologia esta dada
por los nicleos de las proyecciones finitas, es decir, la familia {U}, } nen.

* Hausdorff: Un espacio topoldgico lineal es Hausdorff si la interseccion de las vecindades

del cero es trivial.
() Un = () ker(m,) =0,
nelN nelN

pues un elemento del limite inverso es cero si y solo si todas sus componentes son cero.
* Completez: Un limite inverso de anillos discretos (que son completos trivialmente) es
completo con respecto a la topologia del limite inverso.
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5. Densidad de R. Sea y = (Yn)neN € R;, donde Yn € R/I". Consideremos una vecindad
basica de y de la forma y + Uy. El elemento y; € R/I* es una clase de equivalencia, por
lo que existe un representante r € R tal que r = y; (méd I¥). Consideremos la imagen
i(r) € R}. Por la compatibilidad de las proyecciones en el sistema inverso, la k-ésima
componente de ((r) es exactamente y;. Esto implica que:

iy —i(r)) =yx —yx =0 = y—u(r) € Ux.

Es decir, «(r) € y + Uy. Como Uy es arbitrario, R (identificado con ¢(R)) es denso en R;.
|

La proposicién (3.11) dice que R es la completacién de R con la valuacién I-ddica. Los abiertos
en esta topologia son generados por los ideales U, sin embargo en general, solo se cumple

" cu,

pero no la igualdad, salvo en casos particulares como en el punto 3 que pide R ser Noetheriano.
Esto dice que R; no tiene una topologia [-ddica en general. Para hacer esta distincién decimos
que R es I-ddicamente completo si U, = I" para toda n.

m Ejemplo 3.1 — Caso de anillos de valuacién discreta. Sea R un dominio de ideales principales
(DIP) que posee un tnico ideal primo no nulo m = (77); equivalentemente, un anillo de
valuacién discreta. Dado que m es el tinico ideal primo, es necesariamente maximal. Esto
dota a R de una estructura de anillo local: considerando la proyeccién canénica al campo
residual k = R/m, los elementos invertibles de R son precisamente aquellos que no se
encuentran en el ntcleo de la proyeccion. Asi, el grupo de unidades es U(R) = R\ m.

Ademas, dado que todo DIP es un dominio de factorizacién tinica y 7t es el tinico ele-
mento irreducible (salvo asociados), todo elemento x € R\ {0} admite una representacion
Unica (3.6) de la forma:

x=u-7", uecU(R), neNx

Esta descomposicién permite definir la valuacion m-ddica como vy (x) := 1, la cual satisface
las siguientes propiedades estructurales:
1. Vm(xy) = Vm(x) 4+ v (y) para todo x,y € R, lo cual se sigue de las leyes de los expo-
nentes en la factorizacién tinica.
2. Npeny m" = {0}, propiedad garantizada por el Teorema de la Interseccién de Krull en
dominios Noetherianos, asegurando que la topologia es Hausdorff.
Finalmente, sea K el campo de fracciones de R. Al extender (2.10) la valuacién a K,
entonces (K, ||,,) es un campo valorado no arquimediano. ]

m Ejemplo 3.2 Sea R un dominio de Dedekind y K = Frac(R) su campo de fracciones. Dado
un ideal primo no nulo p C R, la factorizaciéon tinica de ideales en dominios de Dedekind
garantiza que, para todo ideal fraccionario no nulo a, existe una descomposicién tinica de
la forma:

a=p"-b, wheren € Zandp1{b.

Esto permite definir la valuacién p-ddica para cualquier x € K\ {0} considerando el ideal
fraccionario principal (x) generado por x:

Vp(x):=mn, if(x) =p"bwithptb.

Esta funcién satisface las propiedades de una valuacién discreta:
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1. vp(xy) = vp(x) + v, (y), consecuencia de la aritmética de ideales.

2. vp(x +y) > min(vy(x), v (y)), lo que implica la desigualdad del triangulo fuerte.
Definiendo una norma asociada |x|, := ¢~"*'*) para una constante real ¢ > 1, se concluye
que (K, || p) es un campo valorado discreto no arquimediano. Noétese que, en general, este
campo no es completo. n

3.2. R-algebras valuadas.

Proposicién 3.12 Si K es un campo entonces K[x| es un dominio de Dedekind, donde los
ideales primos son de la forma (p(x)) con p(x) € K[x] irreducible.

Demostracién. La estrategia de la prueba consiste en demostrar que K|[x] es un Dominio de
Ideales Principales (DIP), y posteriormente verificar que todo DIP es un Dominio de Dedekind.
Paso 1: K[x]| es un DIP. Sea I C K[x] unideal. Si I = {0}, es principal generado por 0.

Supongamos I # {0}. Sea d(x) € I un polinomio no nulo con el grado minimo en I. Para
cualquier f(x) € I, dado que K es un campo, podemos aplicar el algoritmo de la divisién
euclidiana en K[x]. Existen g(x),r(x) € K[x] tinicos tales que:

f(x) =d(x)q(x)+r(x), conr(x)=0o0 deg(r) < deg(d).

Despejando, r(x) = f(x) —d(x)q(x). Como f € I yd € I, entonces r € I.Sir(x) # 0,
tendriamos un elemento en I con grado estrictamente menor que el de d(x), lo cual contra-
dice la minimalidad de deg(d). Por lo tanto, r(x) = 0y f(x) = d(x)q(x), lo que implica que
I = (d(x)).

Paso 2: Verificacién de las condiciones de Dedekind.

1. Noetheriano: Como K[x]| es un DIP, todo ideal es generado por un solo elemento (finita-
mente generado). Por tanto, es Noetheriano.

2. Enteramente cerrado: Se sabe que todo DIP es un Dominio de Factorizacién Unica (DFU), y
todo DFU es enteramente cerrado en su campo de fracciones. (Brevemente: si a/b es raiz
de un polinomio moénico en R[T] y R es DFU, reduciendo la fraccién a términos minimos
y expandiendo la ecuacién se deduce que b debe ser una unidad, luego a/b € R).

3. Dimension de Krull: Sea p = (p(x)) un ideal primo no nulo. Como p # (0), p(x) no es cero
ni una unidad (polinomio constante no nulo). La condicién de primalidad implica:

ab € (p(x)) = a e (p(x)) Vb e (p(x)).

En un DFU, un elemento genera un ideal primo si y sélo si es irreducible. Por tanto,
p(x) es irreducible. En un DIP, el ideal generado por un irreducible es maximal. Razon:
Si (p(x)) € J € K[x], como J = (g(x)), entonces g(x) | p(x). Al ser p irreducible, g es
asociado a p (entonces | = (p)) o g es una unidad (entonces | = K]x]). Asi, todo ideal
primo no nulo es maximal.
Hemos demostrado que los ideales de K[x] son principales. Los ideales primos no nulos p
corresponden a los generadores p(x) que son elementos primos en el anillo. En K[x], p(x) es
primo si y s6lo si es irreducible. Por lo tanto, el espectro primo de K[x] es:

Spec(K[x]) = (0) U{(p(x)) | p(x) € K[x] es irreducible y ménico}.
|

Definicién 3.5 — Algebras valuadas. Sea (4, |||| ) un anillo normado, una A-algebra B con
morfismo de estructura ¢ es una A-algebra normada si:
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1. B tiene una norma ||| tal que (B, ||||z) es un anillo normado.
2. ¢ : A — B es contractivo, es decir para toda a € A se tiene que ||¢(a) ||z < [|a||4-

La condicién de que ¢ sea contractivo es una condicién necesaria y suficiente. De hecho si ¢ es
contractivo entonces, dadoa € Ay b € B se tiene que:

laxbllg = ll¢(a)bllg < ll¢a)llp lIbllp < llall4 l[bll5-

Mostrando que B tiene estructura de A-médulo normado. Dicho de otro modo las algebras
normadas son modulos normados con una estructura de anillo compatibles (a través del mor-
fismo de estructura). Un ejemplo sencillo es considerar A un subanillo normado de B, y ¢ la
inclusién, entonces B es una A-algebra normada.

Dados B, B’ dos A-algebras normadas, un homomorfismo de A-algebras normadas de B ha-
cia B’ es un homomorfismo de anillos normados f : B — B’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

A

N
B—M B
f

Es facil de ver que existe una categoria cuyos objetos son las A-algebras normadas y los homo-
morfismos son homomorfismos de A-algebras normadas, que denotaremos como Norm 4.41g-

3.3. El caso de anillos de polinomios.

Proposiciéon 3.13 — Propiedad Universal de series de potencias. Sea R un anillo conmutati-
vo y R[[x — a] el anillo de series de potencias formales centrado en a. Sea S una R-élgebra
topolégica completa y Hausdorff respecto a una topologia dada.Sis € S es un elemento to-
polégicamente nilpotente (es decir, s — 0 cuando n — oo en la topologia de S), entonces
existe un tnico homomorfismo de R-dlgebras continuo:

®:R[x—a] — S

tal que ®(x —a) =s.

Demostracion. La demostracion se basa en la construccion de R[[x — a]] como completacion y en
la propiedad universal de los anillos de polinomios.

1. Morfismo en el nivel de polinomios: Consideremos el anillo de polinomios R[x]. Por la
propiedad universal de R[x], para cualquier elemento s € S, existe un tinico homomor-
fismo de R-4lgebras ¢ : R[x] — S tal que ¢(x) = s + a (equivalentemente, ¢(x — a) = s).

2. Continuidad del morfismo: Dotemos a R[x] de la topologia (x — a)-ddica. Una base de
vecindades del 0 en R[x] esta dada por los ideales ((x —a)") para n > 1. Observemos la
imagen de estos ideales bajo ¢:

¢ ((x—a)") = (p(x —a))" =s".

Dado que s es topologicamente nilpotente en S, la sucesion {s"},en converge a 0 en S.
Por la definicién de continuidad en grupos topolégicos, esto implica que ¢ es continua
respecto a la topologia (x — a)-adica en el dominio y la topologia dada en S.

3. Extensién a la completacién: Sabemos que R[x — a] = R/[;] (x—a), 1a completacion de
R[x] respecto a la topologia (x — a)-adica. Como R[x] es denso en su completacién y S
es un espacio completo y Hausdorff por hipétesis, aplicamos la propiedad universal de
la completacién de espacios métricos (o grupos topoldgicos uniformes): todo morfismo
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continuo de un espacio métrico denso a un espacio completo admite una tinica extensién
continua.
Sea @ dicha extension tnica. Entonces @ es el homomorfismo buscado y satisface ®(x —
a) =s.

n

Definicién 3.6 — Algebra de Tate y Seminorma de Gauss. Sea (A, ||-||) un anillo seminormado
no arquimediano. Para una serie de potencias formal f = Y ;" ;a,x" € A[x], decimos que
es estrictamente convergente si:

lim ||a,| = 0.

n—oo

Definimos el Algebra de Tate sobre A como el conjunto:
A(x) :={f € A[[x] | f es estrictamente convergente}.

Sobre este conjunto definimos la funcién ||-||; : A{x) = Rxodadapor ||f||; := sup,cp |axll,
a la cual denominaremos seminorma Gaussiana.

Proposicién 3.14 — Propiedades de la estructura. Con la notacién anterior:
1. A(x) es una sub-A-dlgebra de A[x], es decir: A[x] C A(x) C A[x].
2. |||l es una seminorma no arquimediana en A(x) que extiende a la seminorma de A
(la inyeccion A < A(x) es una isometria).
3. El anillo de polinomios A[x] es denso en A(x) respecto a la topologia inducida por

I-llG-

Demostracion. La contencion del primer inciso es claro, ahora vamos a mostrar que A(x) es una
A-subdlgebra. Primero veamos que es un grupo seminormado, tomemos f = Y a,x", g =
Y0 bnx" en A(x), notemos que para cada n € IN se tiene:

lan & bl < méx{|an|[, [|ba]]}-

Lo que lo obliga a lim,, e0 ||an £ bu|| = 0y || f £ 8l < méx{||fllc,lIgllc} || | es una funcién
ultrametrica, por una proposicién anterior implica que es un grupo seminormado. Luego si
denotamos ¢, al coeficiente de fg¢ de la n-ésima potencia, tenemos que ¢, = }.;, ;—, 4ibj, usando
la desigualdad fuerte tenemos:

a;b; || < méax{|a;l, [|b;:]l}.
L et < maxtlal )
Entonces 1im;, HD“:” uib]-H =0y |Ifgllc < IIfllc ligllg, por ultimo no es dificil ver que si

A € Aentonces Af € A(x) y por tanto A(x) es subdlgebra que satisface ||[Af||; < [|A]l ||flla,
mostrando que (A(x), || ||) es un anillo seminormado, completando los primeros dos incisos.
Para el altimo incisos consideremos f = Y’ ;a,x" y para cada m € IN denotemos f,, :=
Yoo anx" este polinomio satisface:

If = full < maxan 0.

Entonces A[x] es denso en A(x). [

Estudiemos ahora algunas propiedades de este espacio.
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Proposicién 3.15 Si (A, || ||) es un anillo seminormado y consideremos el espacio A(x) con la
seminorma Gaussiana, se tiene que:

ker| || ={f € A(x)| f =) aux", a, € ker|| ||,Vn € N}.
n=0

Demostracion. Denotemos por B al conjunto de la proposicion. La contencién B C ker|| ||
es claro por definicién de la seminorma gaussiana. Para la otra contencién sea f € ker|| ||,
entonces || f||; = 0 eso implica que para cada n € N se tiene 0 < ||a,|| < ||f|lg = 0 entonces
ay € ker || ||, por lo tanto f € B, completando la prueba. n

Corolario 3.16 (A(x), || || ) es un espacio normado siy sélosi (A, || ||) es un espacio norma-
do.

Proposicién 3.17 Si (4, || ||) es completo entonces (A(x), ||||) es completo.

Demostracion. Consideremos { f;}icn una sucesion de Cauchy en A(x), denotamos su expan-
sién como f; := Y ;2 a; ,x" para cada i € N. Observemos que para cada n € IN:

ait1,0 = ainll < [l fisr = fill -
Mostrando que {a;,}°, es una sucesion de Cauchy en A con n fija, usando la completitud,
existe a, € A tal que lim;_, a;, = a,, con esto, deifnimos f = Y, a,x" € A[[x]], este es un
elemento en A(x), para ello, tomemos € < 1/i coni € IN, entonces usando que f; es de cauchy,
existe N € IN tal que para toda j > N > i se tiene:

. 1
If=j-fla< 7= VneN,

aj,n - ﬂi,nH S

1
||an - ai,n” < Han —jn+Ajy — ui,nH < 7
Tomemos n suficientemente grande tal que ||a;,|| < }, esto es posible pues f; € A(x), esto
implica que ||a,|| < % entonces f es estrictamente convergente. Ahora solo basta ver que f es

el limite de las f;, pero esto se sigue de lo anterior, pues

If = fillg = sup |lan — ain|| <1/i= f = lim f;.
nelN

m Ejemplo 3.3 — Algebras de Tate sobre completaciones.. Sea (R, Hp) un anillo seminormado
y sea R su completacién respecto a la norma Hp (denotado como R, en el planteamiento).
Consideremos el anillo de polinomios R[x] equipado con la norma de Gauss |-||s. Exten-
demos la norma de Gauss a R(x) mediante |f||G := sup, . ||, Veamos que R(x) es

la completacién de R[x]. El siguiente diagrama conmutativo en la categoria de espacios
métricos y aplicaciones contractivas ilustra la relacion entre los espacios:

R[x] —~— R[x]
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Donde i es la inmersién canénica en la completacion abstracta, e 1, k¥ son las inclusiones
naturales inducidas por R C Ry R[x] C R[x] respectivamente.

Usando (3.17) tenemos que R(x) es completo. Consideremos la aplicacién de inclusién
¢ : R[x] = R{x) dada por la composicién x o . Sea f = Y4 a;x' € R[x]. Calculamos su
norma en el codominio:

90l = sup laul, = méx ail, = [ f]c-

Por lo tanto, R[x] se sumerge isométricamente en R(x).
Para la densidad, sea S = ), c,x" € R(x) y sea € > 0. Debemos encontrar un polino-
mio ¢ € R[x] tal que ||S — g||z < €.La construccion se realiza en dos etapas, aproximando

primero por polinomios en R[x] y luego aproximando los coeficientes en R.
Etapa A: Truncamiento.Por definicién, lim,, |cy,|p = 0. Existe N € N tal que para todo

n> N, |ep], < €. Definimos el polinomio truncado Sy = YN o cax™ € R[x]. Entonces:

IS — Snllg = sup [ea], <e.
n>N

Etapa B: Aproximacion de coeficientes.Dado que R es denso en R, para cada coeficiente c;
con 0 < i < N, existe un elemento 4; € R tal que |¢c; — 111‘|p < €. Construimos el polinomio

g = YN, a;x' € R[x].Evaluamos la distancia:
ISy — gll G = méx0 <i < Nc; —ai, <e. (14)
Usando la desigualdad ultramétrica (o la desigualdad triangular general), obtenemos:
IS = 8llg < méx([|S = Snllg, ISv = gllg) <e-

Esto demuestra que R|x] es denso en R(x).

Dado que R(x) es un espacio métrico completo que contiene a R[x] como un subespacio
denso e isométrico, por la unicidad de la completacion (salvo isometria tinica), se concluye
el isomorfismo de espacios métricos (y anillos topolégicos):

a'e = Rex).

Notese la diferencia crucial: si tomamos una serie en R[x] cuyos coeficientes en R con-
vergen a 0 p-ddicamente, esta pertenece a la completacién. Sin embargo, la completacién
también contiene series cuyos coeficientes estan en R, \ R, las cuales surgen como limites
de Cauchy de polinomios en R[x]. ]

Proposicion 3.18 Las siguientes afirmaciones son validas:
1. A*(x) = A{x)*.
2. A~ (x) = (A{x))".

Con todo lo anterior, tenemos un criterio de unidades para elementos estrictamente convergen-
tes.

Proposicién 3.19 Sea A completoy f = Yoo ja,x" € AB(x), este es una unidad en A®(x) si
y s6lo si ag es unidad en AP y a, € A* paratodan > 0.
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Proposicién 3.20 — Propiedad Universal del Algebra de Tate. Sea (A, ||-||) un anillo de Ba-
nach no arquimediano (completo). Sea (S, ||-||g) una A-algebra de Banach.Existe una bi-
yeccion natural entre el conjunto de homomorfismos de A-algebras contractivos continuos
®: A(x) — Sy el conjunto de elementos de la bola unitaria cerrada de S:

Homi-lalg(A<x>ls) = {5 S S ’ ||S||S S 1}

La biyeccion estd dada por la evaluacion en la variable x, es decir, ® — ®(x).

Demostracion. Unicidad. Como los polinomios A[x] son densos en A(x) (Proposicion 3.14),
cualquier morfismo continuo estd determinado univocamente por su accién sobre A (que es
fija por ser morfismo de A-algebras) y sobre x.Existencia. Sea s € S tal que [|s||s < 1. Dada
unaserie f = Y ;7 ya,x" € A(x), sabemos que lim,_,« ||a,|| = 0. Definimos ®(f) := Y ;> axs".
Debemos verificar que esta serie converge en S:

l2ns"]ls < llanl lIslls < llanll - 1" = [laul|

Como ||a,|| — 0y S es completo, la serie }_a,s" converge en S. Ademads, la aplicacién es con-
tractiva:

IR(Hlls = [[Xoans"[|s < sup l|ans"|ls < sup [lan]| = [|fll -

Por tanto, ® es un homomorfismo de dlgebras de Banach bien definido. [ |

Es dtil contrastar las propiedades universales:
» A[x] representa el disco abierto (o entorno infinitesimal): sus morfismos evaltian en ele-
mentos donde s" — 0 (topolégicamente nilpotentes).
» A(x) representa el disco cerrado: sus morfismos evaltan en elementos donde |s|| < 1
(acotados por 1).
Esta distincién es la base para definir los espacios analiticos: A(x) es el anillo de funciones
analiticas en el disco cerrado unitario sobre A.

3.4. Sobre Campos valuados.

Proposicién 3.21 Sea (R, m) un anillo de valuacién discreta completa, entonces (K, |-|,) es
completo no arquimediano.

Demostracién. Sea 7t un uniformizador de R (es decir, m = (77)). La topologia en K estd inducida
por la extension de la norma de R, definida por ‘unk ‘m = ¢ ¥ para una unidad u € R* y una
constante ¢ > 1.Sea {x, },en una sucesiéon de Cauchy en K. Como toda sucesion de Cauchy es
acotada, existe un niimero real M > 0 tal que |x,|,, < M para todo n € IN.

Dado que la norma es inducida por la valuacion discreta, podemos elegir un entero k € Z
suficientemente grande tal que:

| m<
m
Definimos la sucesién auxiliar y,, := 7t°x,,. Observamos que para todo #:

Ynlw = (ﬂ"] |Xn] < )n"( M<1.
m m

Por la definicion de anillo de valuacién (R = {z € K | |z|,, < 1}), tenemos que {y, }nen C R.
Ahora verificamos que {y, } es de Cauchy en R. Para cualesquiera n, m:

’yn—ym\mZ‘nk(xn—xm)) :’nk’ X0 — X, -
m m
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Dado que ‘nk }m es una constante y {x, } es de Cauchy en K, la distancia |y, — yu|,, tiende a 0.
Puesto que asumimos que (R, m) es un anillo completo, la sucesién {y,} converge a un
limite y € R.
lim y, = y.

n—o00

k

Finalmente, en el campo K, la multiplicacién por el escalar constante 77~" es continua. Por lo

tanto:
—k n—00 —k
Xy =70 Yy —— 7T Y.

Dado que 7~y € K, la sucesi6n original converge en K. Concluimos que K es completo. n

Teorema 3.22 — Teorema de Ostrowski. Toda norma no trivial |-| sobre el campo de los nime-
ros racionales Q es equivalente a una de las siguientes normas:
1. El valor absoluto estandar |-|,, definido por |x|,, = max(x, —x).
z 1: P 4 . o . k _ 7k
2. La norma p-adica Hp para algtin nimero primo p, definida por |p*% p =P (donde

pta,b).

Demostracién. Analizamos el comportamiento de la norma sobre el anillo de enteros Z. Distin-
guimos dos casos fundamentales:

Caso 1: La norma es acotada en Z. Supongamos que |n| < 1 para todo n € Z, es decir |-| es

no arquimediano por (2.17).

Consideremos el conjunto [ := {n € Z | |n| < 1}.

» Dado que la norma es no trivial, existe n € Z tal que |n| # 1. Como |1| = 1y la norma
estd acotada por 1, necesariamente existe algtin elemento con norma menor estricta a 1.
Asi, I # {0}.

» [ es un ideal de Z. En efecto, si a,b € I, entonces |a+b| < max(|al,|b|) < 1 (usan-
do que una norma acotada en Z implica la desigualdad ultramétrica, ver proposiciones
anteriores), ysia € I,y € Z, |ra| = |r|]a] <1-|a] < 1.

» [ es unideal primo. Siab € I, entonces |ab| < 1, lo que implica |a| |b] < 1. Como |-| toma
valores en IR>(, necesariamente |a| < 10 |b| < 1.

Dado que Z es un Dominio de Ideales Principales, el ideal primo no nulo I es generado por un
ntmero primo p, es decir, I = (p).

Ahora, sea q € Z un primo distinto de p. Entonces g ¢ I, por lo que |q| = 1. Para cualquier
x € Q) {0}, podemos escribir su factorizacion tnica como x = p*¢, donde p f ay p 1 b.

Calculamos la norma de x: al
Kk |a

x| = .

= el i

Dado que a y b son productos de primos distintos de p (y unidades), y la norma de cualquier
primo g # p es 1, tenemos |a| = 1y |b| = 1. Por lo tanto:

k
x| = pl"
Observamos ahora la condicién de la Proposiciéon
¥ <1 <= |pl" <1 = k>0 < x|, < 1.

Por la Proposicion 2.11, |- es equivalente a |-,

Caso 2: La norma no es acotada en Z. Supongamos que existe ny € Z tal que |np| > 1. Esto
implica por (2.17) que la norma satisface la desigualdad triangular usual |x + y| < |x| + |y| (si
fuera ultramétrica, estaria acotada por 1 en los enteros generados por 1). Sea n > 1 un entero
arbitrario. Expandimos 7 en base ny:

n:ao+a1no+---+akn’(§, con 0 < a; < ny.
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Inn
Inng

Notemos que k < . Por la desigualdad triangular:

k .
i < Y il ol < (k+1)C ot
i=0
donde C = médxo<j<p, |j|- Sustituyendo la cota de k:

I w1 il
< (2 1) ™o = (2 1) Cro
In ng Inng

Sea A = 111":[?)'. Reemplazando n por nN para N grande y tomando la raiz N-ésima, al hacer

N — oo el término polinomial tiende a 1, obteniendo:

In| < nt.

In|n|

Por simetria, intercambiando los roles de 1 y ng, obtenemos |ng| < nf*", lo que lleva a [n| > n’.

Por lo tanto, || = n* para todo n € N. Dado que |x|,, = x para x > 0, tenemos |n| = |n|%.
Por multiplicatividad, esto se extiende a todo Q.
Verificamos la condicién de equivalencia:

X <1 <= x|} <1 <= |x|, <1
Por la Proposicién 2.11, |-| es equivalente a |-|,. [

La Proposicion (2.19) muestra que si K es un campo no arquimediano entonces Ok es un anillo
de valuacion.

Teorema 3.23 — Lema de Hensel. Sea K un campo no arquimediano completo con respecto
a la valuacion v. Tomemos f € Ok|[x] un polinomio con 4y € Ok tal que

v(f(ao)) > 2v(f'(a0))

entonces existe a € Ok tal que f(a) =0y v(ag —a) > v(f'(ap))-

Demostracion. Sea v := v(f'(ag)) y 6 := v(f(ap)). Por hipétesis tenemos que 6 > 27. Cons-
truiremos una sucesion {a, },en en Ok que converge a la raiz buscada mediante el método de
Newton. Definimos recursivamente:

f(an) (15)

an+1 = ai’l - f/([l )
n

Demostraremos por induccién que la sucesion estd bien definida y satisface las siguientes con-
diciones para todo n > 0:

L v(f'(an)) = 7.

2. v(f(an)) = 2y +2"(6 — 27).
Caso base (n = 0): La condicién (1) es la definiciéon de 7. La condicién (2) es trivial pues
20(8 — 2) + 2y = 6, que es la definicién de §.

Paso inductivo: Supongamos validas las hipétesis para n. Primero, observamos que a,,41
estd bien definido pues v(f'(a,)) = ¢ < oo, luego f'(a,) # 0. Calculamos la diferencia entre
términos consecutivos:

i o) = (=580 ) = (fa) .
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Por hipétesis de induccioén, v(f(a,)) > 2y +2"(6 — 27y) > 2 (dado que 6 > 27). Por lo tanto:

V(@1 —an) > 7. (16)
Esto implica en particular que 4,1 € Ok (ya que a, € Ok y la diferencia tiene valuaciéon
positiva).

Para verificar (1) para n + 1, usamos la expansion de Taylor de f'(x) (considerando f’ como
polinomio formal):

flan1) = f'(an+ (anp1 —an)) = f'(an) + ) A

Dado que f € Oklx], los coeficientes de Taylor % pertenecen a Ok. Seaz = Y (... )(ap41 —

a,)*1. Entonces:

fl(an1) = f'(an) +2(an1 — an).
Analizando las valuaciones: v(z(a,+1 — a,)) > v(ay+1 — an) > 7. Como v(f'(a,)) = 7y, por la
propiedad de la valuacion de una suma no arquimediana donde los sumandos tienen valua-
ciones distintas:

v(f'(ans1)) = min(v(f'(an)), v(z(ans1 — an))) = 7.
Para verificar (2), usamos la expansion de Taylor de f(x) alrededor de a,:
flan1) = fan) + f'(an) (@ni1 — an) + y(@ni1 — an)?,

con y € Ok. Sustituyendo la definicién (15), los primeros dos términos se cancelan:

=000 (4 o0 = (23

Tomando valuaciones:
v(f(ans1)) = 2(v(f(an)) —v(f'(an))) = 2(v(f(an)) — 7).
Aplicando la hipétesis de induccién sobre v( f(ay,)):
V(f(an11)) > 227 +2"(6 = 27) =) =2(y +2"(6 = 27)) = 2y + 2" (6 — 27).

Esto completa la induccién.
Convergencia: De la desigualdad (16) y la cota de v(f(ay)), tenemos:

V(anr —an) = v(f(an)) =7 = 7 +2"(6 = 27).

Como é > 27, el término derecho tiende a infinito cuando n — oco. Esto prueba que {4, } es una
sucesion de Cauchy en el campo completo K. Sea a = lim;, .« ay.
Por continuidad de los polinomios:

v(f(a) = lim v(f(a,)) =00 = f(a) =0,

Finalmente, para la acotacién de la raiz respecto al punto inicial:

[oe]

via—ag) =v (Z (ap41 — an)> > minv(a,1 — ap).
n=0 n=0
El minimo se alcanza en el primer término n = 0:
v(ar —ao) = v(f(ao)) —v(f'(a0)) = 6 — .

Como ¢ > 2, entonces 6 — 1y > . Asi, v(a —ag) > v(f'(ao)). |
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Corolario 3.24 Sea K un campo no arquimediano completo con respecto a una valuacién y
k su campo de residuos. Dado f € Ok[x], si f € x[x] tiene un simple cero ap y f'(a9) # 0
entonces existe 2 € Ok tal que f(a) =0ya =agen k.

» Ejemplo 3.4 Con base en el Ejemplo (3.2), dado que Z es un dominio de Dedekind, ca-
da primo p € Z™ induce una valuacién p-adica en Q. Al completar el campo valorado
(Q,[-[[,)), se obtiene el campo de los ntimeros p-adicos (Qp, |-[,)-

1 . . L. 1
Sea Q;g la clausura algebraica de Q. Se extiende la norma de manera tnica a Q;g

definiendo, para cada a € Q;lg :

|| := {/INL/q,(a)]p,
donde L es cualquier extensién finita de Q, tal que &« € L, n = [L : Q] es el grado de
la extensién, y Np /Q, denota la norma de campo. Esta definicién es independiente de la

eleccion de L, por lo que la funcién |-| : Q;lg — R> esta bien definida.

Finalmente, por el Lema de Krasner (4.13), Q;lg no es un campo valorado completo.
En consecuencia, se define el campo de los niimeros complejos p-adicos, denotado por C,,

s 2 Lo al
como la completacion métrica de Q, § respecto a esta norma. .

3.5. Anillos Henselianos.

Definicién 3.7 — Anillo Henseliano. Sea (R, m) un anillo local y sea k = R/m su campo
residual. Decimos que R es Henseliano si satisface el Lema de Hensel para raices sim-
ples.Explicitamente, para todo polinomio ménico f(x) € R[x], si existe una raiz simple
A € k de la reduccion f(x) € k[x] (es decir, f(A) =0y 7()\) # 0), entonces existe un tinico
elemento a € R tal que:

1. f(a) = 0 (es una raiz en el anillo).

2. a=A (mé6d m) (se reduce a A).

Proposicién 3.25 — Completitud y Propiedad Henseliana. Sea (A4, ||-||) un anillo normado no
arquimediano completo.Si A es un anillo local y su ideal maximal coincide con el ideal de
los elementos topolégicamente nilpotentes, es decir:

m={xeA||x|| <1},

entonces (A, m) es un anillo Henseliano.

Demostracién. La demostracion se basa en el método de Newton. Sea f(x) € A[x] un polinomio
monico y A € A/m una rafz simple de la reduccién f.Tomamos un levantamiento ayg € A de
A. La condicién de raiz simple implica que |f(ao)| < 1y |f'(a9)| = 1 (pues su reduccién es no
nula).Construimos la sucesion de Newton:

f(an)

T e

Dado que A es completo y la norma es no arquimediana, se puede demostrar que esta sucesién
converge a un elemento tnicoa € A talque f(a) =0ya = A (méd m). [
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Proposicién 3.26 — Caracterizaciones equivalentes de un Anillo Henseliano. Sea (R, m) un anillo
local y k = R/m su campo residual. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R es Henseliano
2. Lema de Hensel (Version Fuerte/Factorizacién): Para todo polinomio moénico f(x) €
R[x], si su reduccién f(x) € k[x] se factoriza como f = gh con g,h € k[x] ménicos y
coprimos (es decir, gcd(g, ) = 1), entonces existen polinomios ménicos g(x), h(x) €
Rx] talesque f = gh, g =g (méd m) yh =h (méd m).
3. Descomposicion de dlgebras finitas: Toda R-4lgebra finita S es isomorfa a un producto
directo de una familia finita de anillos locales:

S ]’[ S,
i=1

donde cada S; es un anillo local finito sobre R.
Ademass, si R es un dominio integro, entonces las afirmaciones anteriores son equivalentes a
la siguiente propiedad:
= Para toda extension entera S de su campo de fracciones K que sea finita, y para todo
cierre entero B de R en S, si n es un ideal maximal de B sobre m, entonces n es el tinico
ideal maximal de B lying over m (es decir, la topologia local no se ramifica/divide en
extensiones enteras).

Demostracién. Establecemos la cadena de implicaciones.

(1) = (2) (Lema de Hensel — Factorizaci6n).Supongamos que R satisface la con-
dicién de raices simples. Sea f € R[x] ménico tal que f = gh con g, ménicos y coprimos
en k[x].Como gcd(g,h) = 1, existen 4,7 € k[x] tales que g + oh = 1.Consideremos el anillo
cociente A = R[x]/(f). La descomposicién en el campo residual implica un isomorfismo de
k-algebras:

A/mA 2 K[/ (F) = Kx)/ ®) x klx]/ (R).

Este producto directo induce un elemento idempotente no trivial e € A/mA (el elemento que
corresponde a (1,0)). Notemos que € es raiz simple del polinomio P(y) = y*> — y, pues P'(e) =
2¢ — 1. Como é(e — 1) = 0, en el producto directo € es (1,0) o (0,1), por lo que 2¢ — 1 actdaa
como (1,—1) o (—1,1), los cuales son unidades en el anillo producto.Dado que R satisface la
condicién de Hensel para raices simples (y esta propiedad se transfiere a dlgebras finitas sobre
R), existe un levantamiento idempotente ¢ € A tal que ¢> = ey e = ¢ (m6d mA).Esto induce
una descomposicién del anillo A:

Rlx]/(f)=2A-exA-(1—e).

Sea g(x) el polinomio caracteristico de la multiplicacién por x en el R-mddulo libre A - ey
h(x) andlogamente para A - (1 — e). Por construccién, f = gh y estos levantan la factorizacion
modulo m.

(2) = (3) (Factorizacion = Descomposicién).Sea S una R-dlgebra finita. Entonces
S = S®gk es una k-algebra de dimensién finita. Como k es un campo, S es un anillo artiniano
y se descompone canénicamente como producto directo de sus localizaciones (que son anillos

locales artinianos):
n

S;.
i=1

1%

S

Esta descomposicién corresponde a un conjunto de idempotentes ortogonales ey, ..., e, en S
que suman 1.Consideremos un generador S = R|«] (o procedemos por induccién en el ntimero
de generadores). Sea p(x) € R[x] el polinomio minimal de a. La descomposicién de S implica
una factorizacién de p(x) en factores coprimos. Por la propiedad (2), esta factorizacion se levan-
ta a R[x], lo cual permite levantar los idempotentes ¢; a un sistema ortogonal de idempotentes
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e; € S.Definimos S; = Se;. Entonces S = [ S;. Cada S; es local pues su reduccién S;/mS; = S;
es un anillo local.

(3) = (1) (Descomposicibn = Raices Simples).Sea f € R[x] ménico y A € k una
raiz simple de f. Entonces en k[x] tenemos la factorizacién f(x) = (x — A)h(x) con h(A) # 0, es
decir, gcd(x — A, h) = 1.Consideremos la R-algebra finita S = R[x]/(f). Por la propiedad (3), S
admite una descomposicion que levanta la estructura de S/mS.

S~ R[x]/(x—a) x R[x]/(h) 2R xS,

para algin a € Ry h € R[x]. La proyeccién del elemento x € S a la primera componente
R nos da un elemento a € R tal que f(a) = 0ya = A (méd m). La unicidad se sigue de la
coprimalidad de los factores levantados.

Equivalencia para Dominios ntegros. Asumamos que R es un dominio integro con campo
de fracciones K.( = ) Supongamos R Henseliano. Sea S una extension entera finita de Ky B
el cierre entero de R en S. Como B es una R-dlgebra finita (bajo hipétesis estdndar noetherianas
o de separabilidad, o generalizando la definicién), por (3) tenemos B = ] ; B; donde B; son
locales.Sin embargo, B es un subanillo de un campo (o producto de campos si S no es campo,
pero asumamos S campo de funciones), por tanto B no tiene divisores de cero no triviales
(salvo que sea un producto). Si S es un campo, B es un dominio, lo cual fuerza a que n = 1.

Por tanto, B = B; es un anillo local. Su tnico ideal maximal n es el tnico que yace sobre
m.( <= ) Supongamos que la topologia no se ramifica. Sea f € R[x] ménico tal que f = gh
con ged(g, ) = 1. Queremos probar la factorizacion.Asumamos f irreducible en R[x|. Sea

B = R[x]/(f). Entonces B es un dominio entero sobre R. Por hipétesis, B es un anillo local;
sea n su tnico ideal maximal.Entonces B/n es una extensién de campo de k. Sin embargo, la
reduccioén:

B/mB = k[x]/ (gh) = k[x]/ () x klx]/ (k).

Si gy h son polinomios no triviales coprimos, el anillo B/mB no es local (tiene al menos dos
ideales maximales distintos correspondientes a los factores irreducibles de g y h).Esto contradi-
ce que B sea local (pues la correspondencia de ideales maximales es biyectiva entre B y B/mB
por el lema de Nakayama o correspondencia basica).Por lo tanto, f no puede ser irreducible si
su reduccion se factoriza en coprimos. Esto fuerza a que f sea reducible en R[x], permitiendo
recuperar la factorizacion (2). |

El desarrollo sistemético de la teoria de anillos Henselianos se debe a Nagata, quien estable-
cié sus propiedades fundamentales en trabajos como Nagata [1953], Nagata [1954] y Nagata
[1959]. Una construcciéon central derivada de estos estudios es la Henselizacién de anillos loca-
les, introducida originalmente por Nagata y posteriormente generalizada al contexto de ideales
arbitrarios por Greco en Greco [1969]. Adoptaremos un enfoque andlogo al de Greco. Defini-
mos Rng, como la categoria de parejas de anillos, cuyos objetos son pares (A, a) formados
por un anillo A y un ideal a < A. Los morfismos en esta categoria, f: (A,a) — (B,b), son
homomorfismos de anillos f: A — B que satisfacen la condicion de compatibilidad f(a) C b.

Decimos que una pareja (A, a) € Rng, es una H-pareja si se satisface las siguientes dos
propiedades:

» a C Rad(A).

» El lema de Hensel se cumple para todo polinomio ménico en Alx].
Asimismo, consideremos un polinomio ménico f(x) = a9 + a1x + - - - + x" € A[x] cuyos co-
eficientes satisfacen las condiciones a4y € ay a; € (A/a)* (es decir, a; es una unidad médulo
a). Definimos su N-extensién mediante la siguiente construccion: Sea A[t] := A[x|/(f(x)) el
anillo cociente, donde t denota la clase residual de x. Consideremos el conjunto multiplicativo
S C Alt] definido como S = 1+ (a,t) A[t]. Si definimos B := S~!A[t], la N-extensién asociada
es el morfismo de parejas:

(A,a) — (B, aB),
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inducido por el homomorfismo canénico compuesto A — A[t] — STLA[t].

Teorema 3.27 — Henselizacién por un ideal.. Sea (A, a) una pareja de anillos, entonces existe
una H-pareja de anillos (A", a") junto a un morfismo i: (A,a) — (A", d"). Tal que, para
todo morfismo f: (A,a) — (B, b) con (B, b) un H-pareja entonces existe un tnico morfismo
h: (A", a") — (B, b) tal que el siguiente diagrama conmuta

(A,a) —— (A", d)

Mas atin, se cumple:
= (Al a") es el limite inyectivo del conjunto dirigido de las N-extensiones de (A, a).
= Elmorfimo : (A, a) — (A", a") es estricto (:(a) = a’) y plano.
» Si (A,a) = (A,a) es la completacion a-adica tal que aA = &, entonces ¢ induce un

—

isomorfismo (A", a") = (A, a).

m Ejemplo 3.5 — La Henselizacién de los enteros locales Z,,). Consideremos el anillo local de
enteros racionales en el primo p:

zy ={;€Qlptb}.

Este anillo es local pero no es Henseliano (por ejemplo, x> + x + (1 — p) = 0 podria no
tener solucion en Q aunque la tenga mod p).La Henselizacién de Z(p), denotada por Z?p),
se puede identificar con el subanillo de la completacién Z, formado por los nimeros p-
adicos que son algebraicos sobre Q:

Z’gp) =Z,NQ.

Este anillo verifica lo siguiente:
1. Es Henseliano: Por construccién (o por ser la interseccién de un Henseliano con la
clausura algebraica), cualquier polinomio con coeficientes en Z’Zp) que tenga una raiz

simple en el residuo, tiene una raiz en Z’Zp).

2. No es completo: El anillo Z” | es numerable (pues Q lo es), mientras que su comple-
tacién Z;, es no numerable (tiene la cardinalidad del continuo). Por tanto, la inclusiéon

e

Z’gp) - Zé’p) = Z, es estricta.
Este ejemplo demuestra que la propiedad de ser Henseliano es una condicién algebraica
estrictamente mas débil que la completitud topoldgica. n

4. Teoria de Galois para campos valuados.

La Teoria de Galois de campos valuados establece el marco fundamental para comprender
la interaccién entre la estructura algebraica de las extensiones de campos y la estructura to-
polégica inducida por sus valuaciones. Més alla de la aritmética de cuerpos, esta teoria caracte-
riza como se extienden las normas y cémo la accién del grupo de Galois preserva la topologia,
permitiendo un estudio detallado de la descomposicién de ideales primos en la extension de
anillos de Dedekind asociados.

44



Proposicién 4.1 — Accién de Galois en el Espectro. Sea A una R-4lgebray G < Autg(A) un
grupo finito de automorfismos de R-algebras. Denotemos por A® = {a € A | o(a) = a,Yo €
G} al subanillo de invariantes. Entonces:
1. AC es una R-lgebra y la inclusién ¢ : A® < A hace de A una extension entera sobre
AC.
2. El grupo G actta en el espacio topolégico Spec(A) mediante la regla o () := {o(x) |
x € P}.
3. Transitividad en las fibras: La aplicacion inducida en los espectros, * : Spec(A) —
Spec(AC), es sobreyectiva y sus fibras son exactamente las 6rbitas de la accién de G.
Es decir, para cualesquiera 3, Q € Spec(A), se cumple:

PNA® =QNA° < To e Gtalquec(P) = Q.

4. La aplicacién continua 7t : Spec(A) — Spec(A®) induce un homeomorfismo entre el
espacio cociente Spec(A)/G y el espectro del anillo de invariantes Spec(A®).

Demostracién. Para demostrar el primer punto, sea a € A. Consideremos el polinomio definido
por la accién del grupo finito G:

P(t) = T](t = o(a)) € A[f] a7)

ceG

Los coeficientes de P, (t) son las funciones simétricas elementales de las imédgenes de a bajo G.
Dado que G actia permutando los factores de la productoria, los coeficientes son invariantes
bajo la accién de cualquier T € G, por lo tanto, pertenecen a A®. Como P,(a) = 0 (tomando
o =1d € G), a es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en A®, lo que implica que A es
una extensién entera de A®.Para el segundo punto, sea |t € Spec(A). Dado que ¢ € Autg(A)
es un automorfismo de anillos, la preimagen de un ideal primo es un ideal primo. Como G
es un grupo, c(P) = (¢ 1)"1(P), lo cual es un ideal primo de A. La accién estd bien defini-
da pues o (*B) preserva la estructura de ideal y la condicién de primalidad.Para demostrar la
transitividad en las fibras, sea p € Spec(A®). La sobreyectividad de i* : Spec(A) — Spec(A®)
es consecuencia inmediata de que A es una extensién entera de A® (teorema de Lying Over).
Supongamos ahora que 9§, Q € Spec(A) son tales que PN A® = QN A® = p. Sea x € Q.

Definamos la norma:
Npjac(x) =[] o(x)
ceG

Es claro que N, 46(x) € 2N A = p C . Dado que B es primo, existe al menos un o € G tal
que o(x) € B, lo que implica x € ¢~ (). Esto demuestra que Q C e o (*R). Por el lema de
evitacion de ideales primos, existe o € G tal que Q C ¢(J3). Como ambos son ideales primos
que yacen sobre el mismo ideal primo p en una extension entera, se cumple la igualdad:

c(P) =90 (18)

Finalmente, para la estructura topolédgica, consideremos el diagrama conmutativo en la cate-
goria Top:
Spec(A) —“— Spec(AC)
-7
7T

Spec(A)/é

donde g es la proyeccién al cociente. Por la propiedad universal del cociente, existe una aplica-
cién continua I* ya que (* es constante en las érbitas (punto 3). Como ¢* es sobreyectiva y sus
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fibras coinciden con las 6rbitas, I* es una biyeccién continua. Dado que la extensién A/ A es
entera, la aplicacion * es cerrada. En consecuencia, I* es un homeomorfismo. Por lo tanto:

Spec(A)/G = Spec(A°)
|

La condicién de que G sea finito es crucial para asegurar que A sea entero sobre A®. En este
contexto, la propiedad (3) nos dice que los ideales primos de A que yacen sobre un primo p de
AG son conjugados entre si, generalizando el teorema clasico de descomposicién de primos en
teoria de ntimeros algebraicos (donde G es el grupo de descomposicién global si la extension
es normal) Basado en la Proposicién 4.1, donde establecimos que el grupo G acttia sobre el
espectro Spec(A) y que dicha accién es transitiva en las fibras sobre Spec(A®), podemos definir
los subgrupos que controlan la “fijeza”local de los ideales primos y sus residuos.

Definicién 4.1 — Grupo de Descomposicién. Sea 8 € Spec(A) un ideal primo y sea p = ‘PN
AG su contraccién en el anillo de invariantes. El grupo de descomposicién de 3, denotado
por Dy (o Gg), se define como el estabilizador de ‘B bajo la accion de G:

Dy = {0 € G| o(}) = 7).

De la transitividad de la accién en las fibras, se deduce que si P’ es otro primo sobre p,
entonces Dy es un subgrupo conjugado de Dy;.

Para definir el grupo de inercia, observamos primero que todo ¢ € Dy induce un auto-
morfismo en el anillo cociente A/PB mediante la formula o(a + P) = o(a) + P.Esto se ex-
tiende de manera natural a un automorfismo de los campos residuales x(3) := Frac(A/9B) y
x(p) := Frac(A%/p). Obtenemos asi un homomorfismo de grupos:

@y : Dy — Aut(x(B)/x(p))-

Definicién 4.2 — Grupo de Inercia. Con la notacién anterior, definimos el grupo de inercia de
B, denotado por Iy, como el nicleo del homomorfismo de reduccion ®g. Explicitamente:

Ip:={ce€Dyp|o(x)=x (moéd‘P) Vxe A}
Por definicion, Iy es un subgrupo normal de Dyp.

La relacién fundamental entre estos grupos se resume en la siguiente estructura exacta:

Proposicién 4.2 — Sucesién exacta fundamental. Sila extension de campos residuales x () /x(p
es normal, entonces la secuencia:

1 — Iy — Dyy 2 Gal(x () /x(p)) —> 1

es exacta (donde la sobreyectividad de ®y; se garantiza si la extension de anillos es, por ejem-
plo, de Dedekind o si G es el grupo de Galois de una extensién de campos). En particular,
tenemos el isomorfismo candnico:

Dy /Iy = Gal(x(B)/x(p)).

Demostracion. Es generalmente aceptado que 1 para cada elemento ¢ € Dy, se puede inducir
un automorfismo en el campo residual «(f) = A/P mediante la asignacién o(a) = o(a).
Definimos el homomorfismo de grupos:

Qg : Dy — Gal(x(B)/x(p)) (19)
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donde x(p) = A®/p. Se puede verificar simplemente que 2 ®y esta bien definido, dado que
por definicién del grupo de descomposiciéon () = P y ¢ actia como la identidad sobre
A, fijando por ende el subcampo x(p).Para identificar el nicleo de ®gp;, observamos que o €
ker(®g) siy solo si & = Id,(q). Esta condicién es equivalente a que o(a) = a (m6d *F) para
todo a € A. Este analisis revela que:

ker(®p) =0 €Dy |o(a) =a (méd P),Va e A= Iy (20)

lo cual establece la exactitud en Dy.La sobreyectividad de ®y se garantiza bajo la hipdtesis
de que A es un anillo de Dedekind o una extensién de Galois de campos, permitiendo que
cualquier automorfismo de la extension de campos residuales sea levantado a un automorfismo
del anillo global que preserve el ideal primo 3. La relacion entre estas estructuras se describe
en el siguiente diagrama conmutativo:

1 1

AT (o)
AG "y k(p)

donde g3 y g son las proyecciones candnicas a los campos residuales. Dado que el diagrama
conmuta y la extension residual es normal, pareceria que 4 la sucesion es exacta.En resumen,
por el primer teorema de isomorfismo, la sobreyectividad de ®y induce el isomorfismo:

Dy /Iy = Im(Py) = Gal(x(B) /x(p))

El caso de los campos valuados. Para el caso de los campos valuados, tenemos lo siguien-
te.

Teorema 4.3 — Existencia y Conjugacién de Extensiones. Sea (K, |-|) un campo valuado y L/K
una extension algebraica normal.
1. Existencia: Existe al menos una valuacion (o valor absoluto) |-|; en L que extiende a |- |
(es decir, |x|; = |x| para todo x € K).
2. Estabilidad bajo Galois: Si |-|,, es una extension de la valuacién a Ly o € Gal(L/K),
entonces la funcién definida por:

[*low) = [0 ®)]

es también una valuacién en L que extiende a |-|.

Demostracion. Para demostrar la existencia, sea Ox = {x € K | |x| < 1} el anillo de valuacién
asociadoa (K, |-|). Si S es la cerradura entera de Ok en L, entonces para cualquier ideal maximal
P C S, existe un anillo de valuacién discreta (o un anillo de valuacién de Krull en el caso
general) O que domina al anillo local Sg. Puesto que L/K es una extensién algebraica, la
restriccién de la valuacién asociada a Op, hacia K debe coincidir con la valuacién original |-|
salvo una normalizacién exponencial. Definiendo la extensiéon como:

x|, = |NL () /B 1)

en el caso de extensiones finitas, se garantiza la existencia de al menos una extensién. En cuanto
a la estabilidad bajo el grupo de Galois G = Gal(L/K), es trivial verificar que la funcién || o(w)
satisface los axiomas de valuacién. Sea x,y € L:
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L ¥y =0 <= |07 (%)|, =0 <:> c i x)=0 < x=0.

2. [ ¥Yloq) = o7 (xy)|,, = |o7 (%)™ \ = |07 @) [ W) = o) Wlow)

3. |x + Ylory = lo 7 (x +y),, < max \0 (o [ W) = maX(x] g ) s [Y]oa))-
Para verificar que extiende a ||, sea x € K. Dado que ¢ € Gal(L/K), se cumple que 0! (x) = x
por definicién de automorfismo que fija el campo base. Por lo tanto:

Xy = [o7' @] =[x, = Ix] (22)

L a relacién entre la accién de Galois y la valuacién se ilustra en el siguiente diagrama en la
categoria Set:

|l

L*>L*>]R>0

}\ \\\\‘ ||17w) -1 H

K— 1 Ry,

donde la composicién de la fila superior define la nueva valuaciéon conjugada. Debido a que la
extension es normal, el grupo G acttia transitivamente sobre el conjunto de todas las valuacio-
nes que extienden a |-|. Concluimos que:

{|"l,0oc | oc€Gal(L/K)} C Ext(]-|,L)

Teorema 4.4 — Unicidad de la extensién de la valuacién. Sea (K, |-|) un campo valuado no
arquimediano. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El anillo de enteros Ok es un anillo Henseliano.
2. Para toda extensién algebraica L/K, existe una tinica valuacién |-|; en L que extiende
all

En particular, dado que todo campo completo es Henseliano (Proposicién 3.25), la extension de
la valuacién en campos completos es siempre tnica.

Demostracién. Para demostrar la equivalencia, procederemos por doble implicacién.Es bien sa-
bido que el anillo de enteros Ok de un campo valuado no arquimediano es un anillo de va-
luaciénl. Supongamos inicialmente que Ok es Henseliano. Sea L/K una extensién algebrai-
ca finita de grado n y denotemos por B la cerradura entera de Ok en L. Se ha demostrado
que, en el contexto de anillos Henselianos, la cerradura entera B de un anillo local en una ex-
tension finita es también un anillo local.Consideremos el conjunto de todas las valuaciones
V = {wy,wy,...,wg} de L que extienden a | - |. Los anillos de valuacién asociados {Oy, }$_,
contienen a B y sus ideales maximales m, cumplen que my, N B son ideales maximales de B.
Dado que B es local, posee un tinico ideal maximal mg, lo que implica:

my,, NB=mp, Viel,..., g (23)

La ecuacién (23) muestra que todas las valuaciones en V corresponden al mismo ideal maxi-
mal en la cerradura entera4. Como existe una correspondencia biunivoca entre las clases de
equivalencia de valuaciones que extienden a | - | y los ideales maximales de B, esto implica
que ¢ = 1, estableciendo la unicidad.Reciprocamente, supongamos que para toda extensién
algebraica L/K existe una tnica extension de la valuacién. Se ha observado que esta condicién
obliga a que la cerradura entera B en cualquier extension finita coincida con el tinico anillo de
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valuaciéon O, de la extension. Esta estructura se ilustra en el siguiente diagrama de funtores
sobre la categoria CRng:

o
k(p) —— «(P)

Es evidente a partir del diagrama que, al ser B un anillo de valuacién, es necesariamente un ani-
llo local. Puesto que la localidad de la cerradura entera en toda extension finita es una caracte-
rizacién equivalente de los anillos Henselianos, se concluye que Ok es Henseliano.En términos
matematicos, la equivalencia queda establecida por la identidad de las fibras del espectro:

|Spec(B)| =1 <= Ok € Hensel

Como resultado de (4.3) tenemos la siguiente férmula.

Corolario 4.5 — Férmula explicita de la extensién. En el caso de unicidad (es decir, si K es
completo o Henseliano), la tnica valuacioén extendida a una extensién finita L/K de grado

n esta dada por la férmula:
x[p = {/IN/k(¥)|g, VxeL,

donde N,k denota la norma de la extensién de campos.

Si K es un campo Henseliano, entonces para cualquier extension de Galois L/K, la accién de
G = Gal(L/K) sobre el conjunto de extensiones de la valuacién es trivial (pues solo hay un
punto). Por lo tanto:

D, = G.

Es decir, todo automorfismo del grupo de Galois es automaticamente continuo y preserva la
norma. En este contexto, la teorfa de descomposicion se trivializa y el interés se centra entera-
mente en el Grupo de Inercia.

Definicién 4.3 — El Espectro de Berkovich. Sea (4, ||-||) un anillo de Banach no arquimediano.
El espectro de Berkovich de A, denotado por M (A), es el conjunto de todas las seminormas
multiplicativas acotadas en A. Es decir, los puntos x € M (A) son funciones |-|, : A = Rx>g
que satisfacen:

1 (1], = 1y 0], = 0.

3. 1f8lx = 1fl; I8l
4. |f], < |If|l (acotacién respecto a la norma del anillo).

Dotamos a M (A) de la topologia débil, la cual es la topologia mas débil que hace continuas
a todas las funciones de evaluacién x — |f|, paracada f € A.

Lema 4.6 — Functorialidad Contravariante. Sea ¢ : A — B un homomorfismo continuo de
anillos de Banach acotado (es decir, ||¢(f)||z < C||f|| 4)-Este morfismo induce una aplicacién
continua en los espectros en sentido inverso:

¢*: M(B) — M(A),
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definida por la precomposicién (“pullback”) de la seminorma:

[floroy = [0(F)lx, Vf e A x € M(B).

Demostracion. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos de Banach tal que ||¢(f)|; <
C||f|| 4 para alguna constante C > 0. Queremos probar que la aplicacién ¢* : M(B) — M (A)
dada por |f|.(,) = [¢(f)], estd bien definida y es continua.

1. Buena definicién.Sea y € M (B) un punto del espectro, es decir, una seminorma multipli-
cativa acotada ||, : B — Rxo. Definimos x = ¢*(y). Verificamos que ||, satisface los axiomas
de la Definicién

1. Multiplicidad:Sean f, g € A. Usando que ¢ es homomorfismoy |-| , es multiplicativa:

178l = l9(f2)l, = l¢(fle(, = (N, ¢, = |fI: I8l

Ademds, 1], = |p(1)], = |1], = 1y [0], = [0], = 0.
2. Desigualdad ultramétrica:

f+8le = lo(f + )1, = [0(f) + ¢(&), < max([p(f)],, [#(&)],) = max(|f],Igl,)-

3. Acotacién: Por hipétesis, [g[, < [|g| para todo g € B. Entonces:

1l = 10N, <Nz < ClIfla-

Para obtener la desigualdad estricta |f|, < ||f|| 4 (eliminando la constante C), utilizamos
la multiplicidad. Para todo n € IN:

fle = 1" <Clf a < Clflla-

Tomando la raiz n-ésima:
fle SCYMIfll-

Haciendo n — oo, obtenemos |f|, < [|f|| 4-
Por lo tanto, ¢*(y) € M(A).

2. Continuidad.La topologia en M(A) es la topologia inicial respecto a la familia de fun-
ciones de evaluacién {evf : M(A) — Rxg | f € A}, donde evf(x) = |f|,.Para demostrar
que ¢* es continua, es suficiente probar que la composicién evy o ¢* es continua para todo
f € A.Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de aplicaciones conjuntistas:

(P*

M(B)
CUm A
R0

Evaluamos la composicién en un punto y € M (B):

M(A)

(evp o 9™)(y) = evp(@*(¥) = |flp () = 19, = evg(p) (¥)-

Dado que y € M(B) y ¢(f) € B, la funcion y — |¢(f)], es continua por definicién de la

topologia en M(B).Por lo tanto, evy o ¢* es continua para todo f € A, lo que implica que ¢* es
continua. [
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Proposicién 4.7 — Accién de Galois en el Espectro de Seminormas. Sea (4, ||-||) un anillo de
Banach no arquimediano y G < Aut(A) un grupo finito de automorfismos isométricos. Sea
AG el subanillo de invariantes con la norma restringida. La inclusién ¢ : A® < A induce
una aplicacién continua de restriccion 77 : M(A) — M(AC). Se satisfacen las siguientes
propiedades:
1. Definiciéon de la Accién: El grupo G acttia continuamente por la izquierda sobre el
espacio topolégico M (A). Para un punto x € M(A) y un automorfismo o € G, el
punto transformado o (x) estd definido por la seminorma:

|f|(7(x) o= ‘U_l(f) X

, VfeA

2. Transitividad en las Fibras: La aplicacion 7t es sobreyectiva y sus fibras son exactamen-
te las Orbitas de la acciéon de G. Es decir, dados x,y € M(A), se cumple 7(x) = 7t(y)
siy solo si existe o € G tal que y = o(x).

3. Cociente Topolégico: La aplicacion 7t es cerrada y abierta, e induce un homeomorfis-
mo canénico de espacios topolégicos compactos Hausdorff:

M(A)/G =5 M(AS).

Demostracién. Consideremos la inclusién ¢ : A < A. Esta induce la aplicacién de restriccién
T =1": M(A) - M(A®), dada por 7(x) = ||, | 46

Cada ¢ € G es un automorfismo isométrico de A. Su inverso ¢! : A — A también lo es.
Aplicando el Lema 4.6 con ¢ = ¢!, obtenemos una aplicacién continua (¢~ 1)* : M(A) —
M (A).Definimos la accién como ¢(x) := (¢~1)*(x). Explicitamente:

flow) = ‘U_l(f)) X. (24)

Verificamos que es una accién de grupo por la izquierda:
w Identidad: |f|e(x) = |e7*(f)|, = |fl, luego e(x) = x.
» Asociatividad: Sean o, T € G.

Heom = | @07

= |7 ')

= ‘U_l(f)’r(x) = flo(rexy -

X X

Por tanto, (¢7)(x) = o(7(x)).
Dado que cada ¢ induce un homeomorfismo en M (A), la accién es continua.
Ahora, analizaremos la relaciéon 71(x) = 7(y).(<=) Supongamos y = o(x). Sea ¢ € AC.
Como ¢ es invariante (¢~ !(g) = g), tenemos:

8l = Iglo = |7 ()| = Iglx-

Por tanto, 7r(x) = 7(y), lo que implica que las 6rbitas estan contenidas en las fibras.(=>) Sea
z € M(A®). Debemos mostrar que G acttia transitivamente sobre la fibra 777!(z).Dado que G
es finito, A es una extensién entera sobre A®. Para cualquier f € A, consideremos el polinomio:

P(T)=[(T—0(f) =T"+a,1T" '+ +ag € A°[T].

ceG

Dado x € M(A), tenemos que |P(f)|, = |0|, = 0. Por la multiplicidad de la seminorma:

[TIf=c(Al,=0.

ceG

Esto implica que para algin o, |f — o(f)|, podria ser pequefio, pero el argumento clave para
la transitividad proviene de la teoria de valoraciones.El punto z define un ideal primo p =
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ker(|-],) € A® y una valoracién en el campo de fracciones de A®/p. Los puntos en la fibra
71(z) corresponden a las extensiones de esta valoracién a A.Como A es entero sobre AC,
el teorema cldsico de extension de valoraciones (Teorema de Conjugacion para extensiones
normales) establece que el grupo de Galois acttia transitivamente sobre el conjunto de todas las
valoraciones de A que extienden una valoracién dada de AC. Por ende, si 7t(x) = 7(y), existe
o € Gtalquey = o(x).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios topolégicos:

M(A) s M(A€)

T

M(A)/G

R

A

= Biyectividad: La aplicacion inducida 77 es inyectiva por la propiedad de transitividad en
las fibras (Punto 2) y sobreyectiva porque 7 lo es (teorema de “Going-Up”para seminor-
mas en extensiones enteras).
» Compacidad: El espectro de Berkovich M (A) es un espacio topolégico compacto y Haus-
dorff (bajo la hipétesis estdndar de que A es unital). El cociente de un espacio compacto,
M(A)/G, es compacto.
» Hausdorff: M(A®) es Hausdorff.
Una biyeccién continua desde un espacio compacto (M (A)/G) hacia un espacio Hausdorff
(M (AC)) es necesariamente un homeomorfismo (y cerrada).

La aplicacién natural M(A)/G — M(AC) es un isomorfismo de espacios topolégicos,
lo que identifica geométricamente el cociente por la accién del grupo con el espectro de los
invariantes. n

Dado que el grupo G permuta transitivamente los puntos sobre una misma fibra, la estructura
local de la accién se estudia mediante el subgrupo que fija un punto especifico.

Definicién 4.4 — Grupo de Descomposicién Analitico. Sea x € M(A) un punto del espectro.
El grupo de descomposicién de x, denotado por D,, se define como el estabilizador de x
bajo la accién de G:

Dy,:={oceG|o(x)=x}.

En términos de seminormas, ¢ € Dy siy solosi |o(f)|, = |f|, para todo f € A.

Para definir la inercia, recordamos que a cada punto x € M (A) se le asocia un campo residual
completo H(x), obtenido al completar el campo de fracciones de A/ ker(|:|,). Todo ¢ € D,
induce un automorfismo bien definido & € Aut(H (x)/H(7t(x))).

Definicion 4.5 — Grupo de Inercia Analitico. El grupo de inercia de x, denotado por I, es el
ntcleo del homomorfismo de reduccién Dy — Aut(#H(x)). Explicitamente:

L = {0' € D, ‘ 0= ld'H(x)}
Esto significa que la accién de ¢ sobre el campo residual local es trivial.

Estas definiciones son generalizaciones directas de la teorfa cldsica de ntiimeros. En el caso
discreto (algebraico), los puntos del espectro Spec(Ok) son ideales primos ‘B. El grupo de des-
composicion clésico estabiliza el ideal, y el de inercia acttia trivialmente en el campo residual
Ok /*B.En el contexto de Berkovich, las seminormas juegan el papel de los “primos generali-
zados”. Si x es un punto rigido (correspondiente a una 6érbita de Galois cldsica en los puntos
cerrados), Dy e I, coinciden con los grupos clésicos definidos para la extensién de campos va-
luados correspondientes. La novedad aqui es que estas definiciones se aplican uniformemente
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a todos los puntos del espacio (incluyendo aquellos que no provienen de ideales primos clasi-
cos, como los puntos que representan discos), permitiendo estudiar la ramificacién de manera
global y geométrica.

4.1. Completitud y la norma espectral.

Proposicién 4.8 — Lema de Gauss. Sea (A4, |-|) un anillo valuado entonces la norma de Gauss
en A(x) es una valuacion.

Demostracion. Sean f =Y ! qaix'y g = Xito bjx/ dos elementos en A(x). Queremos demostrar

que [|fgllc = llfllg - lIgllc-
1. Desigualdad <. Sea h = fg = Y, cxF, donde ¢, = Y.iyj—k aibj.Por la propiedad ul-
tramétrica de la valuacién en A:

Y. aibj

i+j=k

= < méx(|a;] [b;))-
x| < max(jai| bj])

Tomando el méximo sobre todos los k:
Il = mgx el < max(ln ) = (o) (max o) = 17l gl

2. Desigualdad >. Debemos encontrar al menos un coeficiente ¢, cuyo valor absoluto sea
|| fll 5 |8l g-Definimos los indices extremales (los mayores indices donde se alcanza el méximo
de la norma):

ri=maxi e N ||g| = |f||G, s:=maxjeN||b|=|g] G (25)
Consideremos el coeficiente cr + s del polinomio producto:

cr +s = a,bs + Z a;bj.
i+j=r+s i#r

Analicemos los términos de la suma ) a;b; donde i # r:
» Si i > r: Por la definicion de r en (25), tenemos que |a;] < ||f||s. Entonces |a;b;| <
I£llc liglc.
» Sii < r: Entonces necesariamente j = (r+s) —i > s. Por la definicién de s en (25),
tenemos que |b;| < ||g||. Entonces |a;b;| < ||| 18]l c-
En ambos casos, |a;bj| < |a.bs| = ||fl|¢ ||g]lg-Por la propiedad fundamental de los espacios
ultramétricos (|x| > |y| = |x +y| = |x|), concluimos que la norma del término dominante
preserva la igualdad:

ler+s| = lasbs| = (I fllg lIglle -

Finalmente, ||fg|; = maxy |ck| > |cr4s| = [|f]lg |Ig]lg-Combinando ambas desigualdades,
I£8llc = lIfllg llgllg- n

Corolario 4.9 — Lema de Gauss clasica. Si R es un dominio de factorizaciéon unica, entonces
el producto de polinomios primitivos es primitivo.

Demostracion. Sea R un dominio de factorizacion tnica. Un polinomio f € R[x] es primitivo si
el maximo comun divisor de sus coeficientes es una unidad en R. Esto es equivalente a decir
que para todo elemento irreducible (primo) p € R, f # 0 (méd pR|x]).Definimos la valuacién
p-adica asociada al primo p, |-|, : R — Rxo, tal que |a],, = ¢=%@ con ¢ > 1, donde v,(a) es el
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exponente de la mayor potencia de p que divide a a. Extendemos esta estructura a (R, |-[,).Bajo
esta métrica, un polinomio & € R[x] es primitivo si y solo si [h]lg,, = 1 para todo primo
p € R (donde ||, es la norma de Gauss asociada a |-|,).Sean f, g polinomios primitivos.
Para cualquier primo p:

flcp =1y lsllg,=1

Aplicando la Proposicién 4.8:

£l = fllG,-ligle, =1-1=1.

Dado que esto es cierto para todo primo p, los coeficientes de f¢ no tienen ningtin factor primo
comun. Por lo tanto, fg¢ es primitivo. [

Definicién 4.6 — Radio Espectral. Sea (4, ||-||) un anillo de Banach. Para cualquier elemento
f € A (en particular, cualquier polinomio en A[T] o serie en A(T)), definimos su radio
espectral, denotado por p(f) o |f |Sp, mediante el limite:

p(f) = lim [|f"[|'/".

n—oo

Este limite siempre existe debido a la submultiplicatividad de la norma (|| f"™™| < || "] |[f™ |l
implica que la sucesién In || f|| es subaditiva).

Proposicién 4.10 — Teorema del Radio Espectral. Sea (4, ||-||) un anillo de Banach conmuta-
tivo y unitario, y sea M (A) su espectro de Berkovich. Para todo f € A:

p(f) = sup |[fl,.

xeM(A)

Ademds, el supremo se alcanza; es decir, existe un punto xo € M(A) tal que |f|, = p(f).

Demostracion. Sea f € Ay p(f) = limy, e || f7]|"/".

1. Desigualdad sup, |f|, < p(f).Sea x € M(A). Por la definicién del espectro de Berko-
vich, la seminorma |-|, es multiplicativa y acotada por la norma del anillo, es decir, |h|, < |/A||
para todo h € A.Aplicando esto a las potencias de f:

FIe =1 < I
Tomando la raiz n-ésima: ,
1
L <1

Tomando el limite cuando n — co, obtenemos |f|, < p(f). Dado que esto vale para todo x, el
supremo satisface la desigualdad.

2. Igualdad y existencia del maximo. Para demostrar la igualdad p(f) = méx,cq(a) |fl,/
utilizamos la relacién con la uniformizacién del anillo.Consideremos el anillo A equipado con
la seminorma del radio espectral p(-). El nticleo de esta seminorma es el ideal de elementos
cuasinilpotentes. El anillo de Banach uniforme asociado, denotado A, se obtiene completando
A/ ker(p) respecto a p.Existe una biyeccién homeomorfica canénica:

M(A) = M(AY).

En un anillo de Banach uniforme B, la norma coincide con el radio espectral y, por propiedades
fundamentales de 4lgebras de Banach uniformes (teorema del supremo para normas unifor-
mes):

hllg = sup |H],.
yeM(B)
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Aplicando esto a la imagen de f en A*:

p(f) =

N

f

= sup

= sup |f],.
A xeEM(A")

Y xeM(A)

Finalmente, dado que M(A) es un espacio topoldgico compacto (con la topologia débil de
Berkovich) y la aplicacién de evaluacién x — |f|, es continua, la funcién alcanza su supremo.
Por tanto, existe xo € M(A) tal que |f|, = p(f). |

Mientras que la norma original || f|| puede depender de la presentacién del anillo o de elemen-
tos nilpotentes (por ejemplo, || f|| puede ser grande aunque f sea nilpotente), el radio espectral
p(f) mide el “tamario intrinseco”de la funcién. De hecho, p(f) = 0si y solo si f es topoldgica-
mente nilpotente (casi-nilpotente).En el caso especifico del Algebra de Tate K(T) (donde K es
un campo), la norma de Gauss coincide con el radio espectral:

Ifllc =p(f) = sup |fl],.

xe M(K(T))

Proposicién 4.11 — Colapso del Grupo de Descomposicién en el Caso Completo. Sea (K, |-|)
un campo valuado no arquimediano completo y sea L/K una extensién de Galois finita con
grupo G = Gal(L/K).Entonces, el grupo de descomposicion de la tinica valuacién extendida
a L coincide con el grupo de Galois total:

Dy = G.

En consecuencia, todo K-automorfismo ¢ € G es automaticamente una isometria continua
respecto a la extension de la valuacién en L.

Demostracién. Como K es completo, es un anillo Henseliano (Proposicién 3.25). Por el Teorema
4.4, existe una tnica valuacion |-|; en L que extiende a |-|. En términos del espectro de Berko-
vich, esto significa que la fibra de la aplicaciéon 7t : M (L) — M (K) sobre el punto definido por
|| consta de un tinico punto w € M (L).Dado que G actta sobre la fibra (Proposiciéon 4.7), y la
fibra es el conjunto unitario {w}, necesariamente:

c(w)=w, VoeG.
Por la definicién del grupo de descomposicién como estabilizador (Dy, = {0 € G | c(w) = w}),
concluimos que Dy, = G. |
Prueba alterna. Dado que la extensién es tinica, la norma en L esta dada por el radio espectral
(férmula del radio espectral):

H]/[L:K}

|x[, = p(x) = lim [|NL/x(x) (ajustando la potencia).
n—oo

Como el radio espectral es una funcién intrinseca de la estructura de dlgebra y G preserva dicha
estructura (son automorfismos), se sigue que | (x)|; = |x|, para todo o € G. [

4.2. Continuidad de las Raices y le Lema de Krasner.

Proposicién 4.12 — La Accién de Galois es una Isometria. Sea (K, |-|) un campo valuado com-
pleto no arquimediano y sea L/K una extensién algebraica. Sea |-|; la tinica extensién de la
valuacién a L 4.4.Entonces, todo K-automorfismo ¢ € Aut(L/K) acttia como una isometria
estricta respecto a esta valuacion. Es decir:

0@, = lal,, VaelL.
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En consecuencia, la distancia entre conjugados es invariante bajo la accién del grupo:

lo(a) = (B)|p = |a— Bl

Demostracién. Definimos una nueva funcién v, : L — R>¢ dada por la composicién de la
valuacién con el automorfismo:
v () := abso(a);.

Verificamos que v, es una valuacién en L:
1. vy(a) =0 <= o(a) =0 <= a =0 (pues o es inyectivo).
2. vo(B) = o(@)o(B)], = (@), |o(B)], = vo(e)vo(B).
3. vo(a+p) = |o(a) +0o(B)|, <méx(|o(a)],,|o(B)|,) = méx(vy(a),ve(B))-
Ademas, dado que o fija a los elementos del campo base K (es un K-automorfismo), para todo
x € K tenemos:
vo(x) = |o(x)[p = |x|, = [x].

Por lo tanto, v, es una valuacién en L que extiende a la valuacién original de K.
Como K es completo, la extensién de la valuacion a L es tinica (Teorema 4.4). Esto implica
necesariamente que v, debe coincidir con |-|; . Es decir:

(@), = lal,, Vael.

Teorema 4.13 — Lema de Krasner. Sea K un campo no arquimediano completo y K*P una
cerradura separable. Dado 2 € K°P con sus conjugados de Galois ap,--- ,a,. Si B € K*P
satisface

la—Bl<|a—ai|, Vi=2,--,n

entonces K(a) C K(B)

Demostracion. Supongamos por contradiccion que & ¢ K(B). Como « es separable sobre K,
también lo es sobre K(B). Por lo tanto, existe un automorfismo o € Gal(K/K(B)) tal que o'(«a) #
a.1. Como o fija a K(B), fija a B, es decir, () = B. 2. Como ¢ fija a K, o(x) debe ser un
conjugado de a sobre K. Digamos () = a; con i # 1. 3. Por la definicién de r,, sabemos que
la — o (a)| > 14

Ahora usamos la propiedad ultramétrica y el hecho de que ¢ es una **isometria** (aqui usas
la unicidad de la extensién de la norma en completos):

B—af <ra <|a—c(a)| =[a—p+p—0c(a)l.
Observamos el término de la derecha:
B—o(a)| =|o(B) —o(a)] = |o(B—a)|.
Como ¢ preserva la norma (Proposicion 4.11):
lo(B—a)| =B —af.
Sustituyendo esto en la desigualdad triangular fuerte:
la —o(a)] < max(|la—B|, |8 —0c(a)]) = max(|la — B[, [B—a]) = [B—«af.

Esto implica que r, < |B — /|, lo cual contradice la hipétesis inicial | — a| < 7,.
Por lo tanto, no existe tal ¢, lo que implica que « es invariante bajo todo Gal(K/K(B)), y por
el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, « € K(B). [
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En resumen, el Lema de Krasner nos dice que la topologia y el dlgebra en campos valuados
completos no son independientes: la topologia es lo suficientemente 'rigida’ como para atrapar
la estructura algebraica. Si dos elementos estdn demasiado cerca para ser distinguidos por la
métrica relativa a sus conjugados, entonces son algebraicamente indistinguibles (generan el
mismo campo).

Proposicién 4.14 — Invariancia bajo perturbaciones. Sea P(x) € K[x] un polinomio ménico
irreducible separable de grado n. Existe un € > 0 tal que, para cualquier polinomio ménico
Q(x) € K[x] de grado n con ||P — Q|| < € (norma del supremo en los coeficientes), se cumple
que:
1. Q(x) también es irreducible.

2. Sia esunaraiz de Py B es una raiz adecuada de Q, entonces K(a) = K(p).

Demostracion. Sea P(x) € K[x] un polinomio ménico, irreducible y separable de grado n. Sean
® = a1,Qy,...,0&, las raices de P(x) en una cerradura separable K**P. Dado que P es separable,
las raices son distintas. Definimos la separacién minima de « respecto a sus conjugados como:

0:= min |a—ua;. (26)
1=2,...n

Como las raices son distintas, § > 0. Sea C = méx(1, |«|"). Elegimos € > 0 tal que:

n

€< (27)

Sea Q(x) € K[x] un polinomio ménico de grado # tal que |P — Q|| < e.Evaluamos Q(x) en la
raiz &« de P(x). Notemos que P(a) = 0, por lo que Q(«) = Q(a) — P(«). Escribiendo Q(x) —

P(x) = ]r'l:_ol ¢jx) con |¢j| < e
n—1 ) )
Q)| = | Y cjaf| < max(|ej] |af) < emax(1, |a|"") < eC.
=0 j

Por otro lado, factorizamos Q(x) en K como Q(x) = [T (x — B;).

Evaluando en «:
n

Q)| =TT la— 8-

j=1

Combinando las desigualdades y usando (27):

n
o — Bj| < eC < é".
=1

]

Si tuviéramos que }zx — ﬁj| > 6 para todoj = 1,...,n, entonces el producto seria al menos 6",
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe al menos una raiz § € {B1,..., B} tal que:

— Bl <6 =min|a—a.
o — B rl.n;{l\w o

Esta desigualdad es exactamente la hipétesis del Lema de Krasner (Teorema 4.13). En conse-
cuencia, tenemos la inclusién de campos:

K(x) C K(B). 28)

Para demostrar la igualdad y la irreducibilidad de Q(x), utilizamos argumentos de dimen-
sion:
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1. Dado que P es irreducible de grado #, el grado de la extensién es [K(«) : K] = n.
2. Como f es raiz de Q(x) y deg(Q) = n, el grado de la extensién generada por  satisface
[K(B) : K] < n (siendo igual a n si y solo si Q es irreducible).
De la inclusién (28), se sigue que:

n=[K(a): K] < [K(B): K] <n.
Esto fuerza las igualdades [K(«) : K| = [K(B) : K] = n. |

Teorema 4.15 — C, es algebraicamente cerrado. Sea K un campo completo y K la completacién

de su clausura algebraica. Entonces K es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea L = K. Debemos demostrar que todo polinomio f(x) € L[x] irreducible
posee una raiz en L.Sin pérdida de generalidad, asumamos que f(x) es un polinomio ménico
e irreducible de grado n > 1. Dado que estamos en el contexto de andlisis no arquimediano
estandar (donde L = C,, tiene caracteristica 0), f(x) es separable.Aplicamos la Proposicion 4.14
(Invariancia bajo perturbaciones) al campo base L y al polinomio f(x). Existe un € > 0 tal que
si g(x) € L[x] es un polinomio ménico de grado n con || f — g|| < €, entonces para cualquier
raiz B de f y alguna raiz adecuada « de g, se cumple que:

L(B) = L(a). (29)

Dado que K es denso en su completacion L = K, el anillo de polinomios K[x] es denso en L][x]
respecto a la norma del supremo en los coeficientes. Por lo tanto, podemos elegir un polinomio
¢(x) € K[x] que sea ménico, de grado n y que satisfaga ||f — || < e.
Analizamos las raices de g(x):
1. Como g(x) tiene coeficientes en K y K es algebraicamente cerrado, ¢(x) se factoriza com-
pletamente en factores lineales dentro de K|x].
2. Sea a € K una raiz de g(x).
3. Dado que K C L, tenemos que & € L, y por lo tanto la extensién generada es trivial:
L(x) = L.
Sustituyendo esto en la ecuacién (29), obtenemos:

L(B) = L.

Esto implica que la raiz B del polinomio irreducible f(x) pertenece al campo L.Como f(x) es
irreducible y tiene una raiz en L, su grado debe ser n = 1.

Concluimos que todo polinomio irreducible en L[x] es lineal, por lo que L es algebraica-
mente cerrado. [

Corolario 4.16 — lIsomorfismo de Grupos de Galois. El homomorfismo natural de restriccion
induce un isomorfismo topolégico:

Aut(C,/Qp) = Gal(Q,/Q,).

5. Generalidades sobre Campos Locales.

Teorema 5.1 — Isomorfismo Local-Global del Grupo de Descomposicién. Sea K un campo global
(por ejemplo, un campo numérico) y L/ K una extensién de Galois finita con grupo de Galois
G = Gal(L/K).Sea P un ideal primo de O que yace sobre p C Ok. Consideremos las
completaciones de los campos con respecto a las valuaciones inducidas por estos primos,
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denotadas por Ly y K;,. Entonces:
1. Ly es una extension de Galois de K.
2. Existe un isomorfismo canénico entre el grupo de Galois local y el grupo de descom-
posicién global asociado a :

Demostracion. La prueba se construye extendiendo los automorfismos globales a la completa-
cién mediante continuidad y verificando la igualdad de 6érdenes mediante la teoria de ramifi-
cacion.

1. Construcciéon del homomorfismo ®.Sea o € Dy (L/K). Por definicién del grupo de des-
composicién, o () = P. Esto implica que el automorfismo o preserva la valoracién ||y en L.
Es decir, para todo « € L:

() g = |ty -
Dado que Ly es la completacion métrica de (L, |-|y;), y o es una isometria en el subespacio denso
L, por el principio de extensién de funciones uniformemente continuas, ¢ se extiende de ma-
nera inica a un automorfismo continuo ¢ : Ly — Ly.Ademds, como ¢ fija a K puntualmente
y la valoracién en K se restringe a |-|,,, la extensi6én ¢ fija a la completacién K, puntualmen-
te.Definimos la aplicacion:

® : Dy(L/K) — Aut(Ly/K,)
sigma —— &

Es inmediato verificar que ® es un homomorfismo de grupos debido a la unicidad de la
extension continua y la propiedad funtorial de la completacién.

2. Inyectividad.Supongamos que ®(c) = Idy,,. Esto significa que &(x) = x para todo
x € Lyp.Restringiendo esta igualdad al subcampo L C Lg, obtenemos:

oc(a)=0(a) =a, Vae€L.

Por lo tanto, ¢ = Idy, lo que demuestra que ® es inyectiva.

3. Grados y Sobreyectividad.Para demostrar que la imagen de ® es todo el grupo de Galois
local y que la extensién es normal, comparamos los 6rdenes de los grupos con el grado de la
extension.Por la teoria global de ramificacion, sabemos que el orden del grupo de descomposi-
cién es el producto del indice de ramificacién e y el grado de inercia f asociados a B|p:

[Dyp(L/K)| = e(B/p) - f(B/p). (30)

Por otro lado, la teoria de extensiones de campos completos establece que el grado de la ex-
tension local Ly /K, es precisamente el producto de los indices locales, que coinciden con los
globales en este contexto:

[Lys : Kp] = e(B/p) - f(B/p). (31)
Sea G, = Aut(Ly/K;). Por teoria de Galois bésica, sabemos que |Gj,c| < [Lys : Ky].Usando la
inyectividad de ® y las ecuaciones (30) y (31):

[Lp : Ky] = [Dp(L/K)| < |Groc| < [Lop : K]

Esta cadena de desigualdades fuerza a que todas sean igualdades. n



Definicién 5.1 — Campo Local. Un campo local es un campo K que es completo con respecto
a una valuacién discreta vg : K — Z U {00}, y cuyo campo residual k = Ok/mg es un
campo finito (de caracteristica p).

Topoldégicamente, lo anterior es equivalente a decir que K es un campo topolégico localmente
compacto y no discreto (distinto de R o C). Existen solo dos tipos de campos locales (salvo
isomorfismo):

» Caracteristica 0: Extensiones finitas de Q, (campos p-adicos).

» Caracteristica p: El campo de series de Laurent formales IF,(()) sobre un campo finito.

Proposiciéon 5.2 — Estructura de las Extensiones Finitas. Sea K un campo local con valuacién
normalizada vk y sea L/K una extension finita de grado n. Entonces:
1. El campo L equipado con la tinica extension de la valuacién es también un campo local
(es completo, discreto y su campo residual / es una extension finita de k).
2. Elrango del grupo de valores extendido es finito respecto al original. Es decir, el indice
(vr(L*) : vg(K*)) es finito.
3. La extensién de campos residuales //k tiene grado finito.

Demostracién. Sea K un campo completo respecto a la valuaciéon discreta vx. Sea L/K una ex-
tension finita de gradon = [L : K.

1. Existencia y Unicidad de la Valuacién Extendida.Dado que K es completo, la valuacién
vk se extiende de manera tinica (4.3) a una valuacién vy en L. Esta extension estd dada explici-
tamente por la férmula (4.5) que involucra la norma de la extensién Ny ;g : L — K:

ou () = %UK(NL/K(oc)), Va e L. (32)

Equipamos a L con la métrica inducida por esta valuacién.

2. Completitud de L (Punto 1).Consideremos L como un espacio vectorial de dimensién n
sobre K. Dado que K es completo, por (2.13) todas las normas en un espacio vectorial de di-
mension finita sobre un campo completo son equivalentes. En particular, la topologia inducida
por v, es equivalente a la topologia producto de K". Como K es completo, K" es completo, y
por el homeomorfismo, L es completo.

3. Indice de Ramificacién Finito (Punto 2).Sea I'y = vg(K*) el grupo de valores de K. Por
hipétesis, la valuacion es discreta, por lo que I'x = Z.Sea I'1, = v (L*) el grupo de valores de
L.Utilizando la ecuacién (32), para cualquier « € L, tenemos:

op (@) = %UK(NL/K(DC)) c %rK.

Esto implica la inclusién de grupos abelianos:

Multiplicando por n, obtenemos nI'x C nlI'; C I'r = Z.Dado que subgrupos de un grupo
ciclico discreto son discretos, I';, es discreto (isomorfo a Z).Definimos el indice de ramificacién
como el indice de grupos:

E(L/K) = (FL : FK).

De la inclusién anterior, se deduce que e¢(L/K) es un divisor de n, y por tanto, es finito. Esto
demuestra que vy es discreta.

4. Grado de Inercia Finito (Punto 3).Sean O}, y Ok los anillos de valuacién respectivos, con
ideales maximales my y mg. Sean | = O /m; y k = Ok /mg los campos residuales.Queremos
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probar que el grado de inercia f(L/K) := [l : k] es finito.Consideremos el siguiente diagrama
que ilustra la jerarquia:

n

f

L

?OL l

<+

Sea wy,...,wnm € O elementos tales que sus reducciones @y, ..., @, € I son linealmente in-
dependientes sobre k.Probaremos que m < n.Sea x = )’ a;w; una combinacién lineal con
a; € K. Si asumimos que los w; son linealmente independientes en L, el resultado es trivial. El
argumento riguroso utiliza la estructura de médulos.Como K es un campo local (en el sentido
estricto, o simplemente completo discreto), Ok es un Dominio de Ideales Principales (DIP). Or,
es la clausura entera de Ok en L. Dado que L/K es finita y separable (asumiendo caracteristica
0 o separabilidad), O, es un Ox-mdédulo libre de rango n.

OL = 0"
Tensorizando con el campo residual k = Ok /mk:
1= O /mxOy R0y k.

Notemos que my divide a mg (de hecho mxO; = mj). El espacio O;/mxO;, es un espacio
vectorial sobre k de dimensién n.Dado que I es un cociente de este espacio (pues mxO;, C myp),
tenemos:

[l : k] = dimk((’)L/mL) < dimk(OL/mK(’)L) = n.

Por lo tanto, f(L/K) < n, lo que concluye que la extension residual es finita.

El campo L satisface todas las condiciones para ser un campo local: es completo con respecto
a una valuacién discreta vy, (por 1y 3) y posee un campo residual que es una extension finita
del campo residual de K (por 4). |

Gracias a la proposicién anterior, los siguientes valores son niimeros enteros bien definidos.

Definicién 5.2 — Indices de la Extensién. Bajo las hip6tesis de la Proposicion 5.2:
1. Indice de Ramificacién (e): Se define como el indice del grupo de valores del campo
base dentro del grupo de valores de la extension:

er/k = (vp(L™) : g (K™)).

En términos de ideales, si 71, es un uniformizador de L y 7k lo es de K, entonces
g = u - 7 para alguna unidad u, lo que implica la relacién de ideales: pO; = .

2. Grado de Inercia (f): Se define como el grado de la extension de los campos residua-
les:

frk =1k =[OL/B: Ox/p].

Teorema 5.3 — lgualdad Fundamental. Para una extension finita de campos locales L/K de
grado n, se cumple:

[L:K] =er/k - fr/k-

Demostracion. Seane = ey xy f = fi/x-Seleccionamos un conjunto de representantes {w, ..., wr} C
O, cuyas reducciones {@1,..., @ f} formen una base del campo residual / sobre k.Sea 71 un
uniformizador de L. Consideremos el conjunto de ¢ - f elementos en O :

B=wm |1<i<f,,0<j<e—1. (33)
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Demostraremos que B es una base de L como K-espacio vectorial.
1. Independencia Lineal.Supongamos que existe una combinacién lineal nula con coefi-

cientes en K:

e=1 f ,

Z Zaijwin]L =0, ajj € K.

j=0i=1
Si no todos los coeficientes son cero, sea M = méx;; |a;;|,. Podemos dividir toda la ecuacién
por un coeficiente a,; que alcance este maximo (normalizando la ecuacién para que los co-
eficientes estén en Ok y al menos uno sea unidad).Sin embargo, analizamos las valuaciones.
Normalicemos la valuacién tal que vy (7)) = 1. Entonces vy (x) € Z. Paraa € K*, tenemos
vi(a) € eZ (pues vr |k = e - vk).La valuacién de un término es:

UL(aijwirt{) =vr(a;j) +or(w;) +j=e-vk(a;)+0+j=j (méde).

Dado que 0 < j < e —1, los términos correspondientes a distintos indices j tienen valuaciones
distintas modulo e. Por la propiedad ultramétrica estricta (la suma de elementos con valuacio-
nes distintas tiene la valuacién del minimo), para que la suma sea cero, la suma parcial para
cada j fijo debe ser ¢ero”(o tener una valuacién arbitrariamente alta respecto a los otros j).Mas
formalmente, si la suma total es 0, agrupamos por potencias de 777

e=1 . [ f
2 7T]L (2 az-]-wz-> =0.
j=0 i=1

Si algun coeficiente interior S; = }; a;jw; no es nulo, entonces Z)L(S]'TLJL) = j (mo6d e). Como
todos los j son distintos, los valores de valuacién son distintos, lo cual impide que sumen cero
(salvo que todos sean cero).Por tanto, para todo j, 2{21 a;jw; = 0.Dividiendo por la potencia de
uniformizador de K comun en los 4;;, reducimos esta ecuacion médulo . Obtenemos }_ ﬁgja'Ji =
0 en I. Como los @w; son base, todos los coeficientes son nulos.Esto demuestra la independencia
lineal sobre K. En consecuencia, [L : K] > ef.

2. Generacién (Argumento de Completitud).Sea M el Ox-moédulo generado por B.

e—1 f ,
M= Z Z () KWij 7T]L.
j=0i=1
Demostraremos que M = O1.Sea a« € Or. Reduciendo médulo P = 71O, existe una combi-
nacion lineal de los w; tal que:

f
K= Eci,owi (méd 7'L'L), Cip € Ok.
i=1

Es decir, « = ) c;gw; + ey para algin a; € Op.Repetimos el proceso para a;:
f

2
n = Z Ciiw; + Ty — A= Zcilowi + 7L Zcillwi + 1y an.
i=1

Iterando este proceso e veces, obtenemos:

e—=1 . [ f
v=Y (Z ci,]wi> + 78 .
j=0 i=1
Notemos que el término entre paréntesis pertenece a M. Ademas, 71§ = urntg conu € O y rig €
p.Esto demuestra que O = M + pOr.Dado que Op, es un Og-médulo finitamente generado
(es la cerradura entera en una extension finita de un campo local) y M es un submédulo, por el
Lema de Nakayama (2.24), concluimos que M = Oy .Dado que B genera O}, como Og-médulo,
ciertamente genera a L = O ®p, K como K-espacio vectorial.Por tanto, [L : K] < ef.Dely?2,
se concluye la igualdad n =e - f. [
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5.1. Extensiones no ramificadas.

Comenzamos definiendo la clase de extensiones donde la aritmética del campo local refleja
fielmente la del campo residual.

Definicién 5.3 — Extensién No Ramificada. Sea K un campo Henseliano (e.g., un campo local)
y L/K una extension finita. Se dice que L/K es no ramificada si se satisfacen las siguientes
condiciones equivalentes:
1. Elindice de ramificacion es trivial: e; /g = 1.
2. La extension de campos residuales [ /k es separable y el grado de la extensién coincide
con el grado de inercia:
[L:K]=1[l:k].

En el caso clasico de campos locales (donde el campo residual k es finito y por tanto perfec-
to), la condicién de separabilidad es automaética, reduciéndose la definicién a la condicién

eL/K = 1.

La importancia de estas extensiones radica en que el grupo de Galois local puede estudiarse a
través del grupo de Galois residual.

Proposicién 5.4 — Homomorfismo de Reduccién. Sea L/K una extensién de Galois finita de
campos Henselianos con grupo G = Gal(L/K). Supongamos que la extension residual 1/k
es normal. Entonces:
1. Existe un homomorfismo de grupos bien definido w : G — Gal(I/k), dado por la
accion en el residuo:

(o) (%) :=0(x), Vxec Oy,

donde ¥ = x + my.

2. El ntcleo de 7t es el Grupo de Inercia, denotado por I; /k.

3. m induce una inyeccion canénica Gal(L/K) /I ;x — Gal(l/k), la cual es un isomorfis-
mo si y solo si la extensién es no ramificada.

Demostracién. Sea L/K una extension de Galois con grupo G y anillos de enteros Op, Ok. Sea
my el ideal maximal de Oy.

1. Buena definicién del homomorfismo 7.Sea o € G. Dado que K es un campo Hense-
liano (y por ende la valuacién se extiende tinicamente), cualquier automorfismo ¢ € G es una
isometria respecto a la valuaciéon extendida vy. Esto implica que:

» ¢ preserva el anillo de enteros: 0(Or) = Oy.

= 0 preserva el ideal maximal: o(m) = my.

En consecuencia, ¢ induce un automorfismo bien definido en el anillo cociente I = O /my:

(o) (x+mp) = o(x) +myp.

Ademas, como ¢ fija a K puntualmente, fija a Ok, y por tanto la accién inducida en [ fija al
subcampo k = Og/mg puntualmente. Asi, t(c) € Gal(l/k).La propiedad de homomorfismo
se sigue de la accién de grupo:

(o) (%) = (07)(x) = o((x)) = 7(0)(7(x)) = 7(c) (7(7)(%)).

2. El Ntcleo.El nticleo de 7t consiste en los automorfismos que actdan como la identidad en
el campo residual:

ker(m) =0 € G| n(o) =1ldi&=0c€G|o(x)=x (médmL), Vx e OL.
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Esta es, precisamente, la definicién estdndar del Grupo de Inercia IL/K. Por lo tanto, ker(7r) =
IL/K.3. La Inyeccién y el caso No Ramificado.Por el Primer Teorema de Isomorfismo para
grupos, 7t induce un isomorfismo entre el cociente por el niicleo y la imagen:

7:G/Ix = Im() C Gal(I/k).

Esto establece la inyecciéon canénica. Para analizar cuando es un isomorfismo sobreyectivo,

consideramos los 6rdenes de los grupos.Sabemos que |G| = [L : K] y que el orden del grupo
de inercia es igual al indice de ramificacion, |I x| = er k. Entonces:

L:K

€L/K

Utilizando la igualdad fundamental ([L : K] = ey /k fL/k), tenemos:

|G/IL/K| = fL/K = [l . k]

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

G —"—» Im(m)

| ]

G/l x —— Gal(l/k)

Analizamos la equivalencia:
» (=) Si la extension es no ramificada, por la Definicién 5.3, [ /k es separable y [L : K] =
[l : k|. Esto implica que |Gal(!/k)| = [l : k]. Como |G/I /x| = [I : k], la inyeccién es entre
conjuntos finitos del mismo tamarfio, por lo que es una biyeccién.
= (<) Si es un isomorfismo, entonces |G/ I} /x| = |Gal(l/k)|. Esto implica f; ,x = [l : ksp
(grado separable). Ademads, 7 es sobreyectiva, lo que fuerza a que I /k sea normal. Si asu-
mimos el contexto de la definicién donde no ramificado implica separabilidad residual
maéxima, entonces ey ;g = 1.
Concluimos que G/ I /x = Gal(I/k) siy solo si L/K es no ramificada. [

La operacién de reduccién induce un funtor covariante de la categoria de extensiones finitas
de Galois sobre K a la categoria de extensiones sobre k. Dicha functorialidad se manifiesta
en la conmutatividad del siguiente diagrama para cualquier torre de extensiones de Galois
KCECL:

Gal(L/K) —“ Gal(l/k)

resl lres

Gal(E/K) — Gal(e/k)

Esto garantiza la consistencia de la teoria al pasar a sub-extensiones.

El siguiente teorema establece que las extensiones no ramificadas estan en corresponden-
cia biunivoca con las extensiones del campo residual, permitiendo clasificar completamente la
teoria local “sencilla”.

Teorema 5.5 — Clasificacion de Extensiones No Ramificadas. Sea K un campo local. Existe una
correspondencia biunivoca, que preserva grados e inclusiones, entre las extensiones finitas
no ramificadas de K y las extensiones finitas separables del campo residual k. Especificamen-
te:

1. Existencia y Unicidad: Para toda extension finita separable //k, existe una tinica ex-
tensién no ramificada L/K (salvo isomorfismo) tal que su campo residual es isomorfo
al.

2. Isomorfismo de Galois: El homomorfismo de reduccién induce un isomorfismo natu-
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ral:

o~

Gal(L/K) = Gal(I/k).

Demostracién. La demostracién se divide en la existencia, la unicidad y la propiedad de Galois.

1. Existencia. Sea [ /k una extension finita y separable de grado n. Por el Teorema del Ele-
mento Primitivo, existe un elemento & € [ tal que I = k(&).Sea P(x) € k[x] el polinomio mini-
mal de & sobre k. Dado que la extension es separable, P(x) es un polinomio separable, lo que
implica que & es una raiz simple: P'(&) # 0.Elegimos un levantamiento moénico P(x) € Ok|x]
de P(x) tal que deg(P) = deg(P) = n.Definimos L = K[x]/(P(x)). Sea « la clase de x en L,
de modo que L = K(a) y P(«) = 0.Como P es moénico y sus coeficientes estan en Ok, a es
entero sobre Ok, es decir, « € O .Consideremos el campo residual de la extensién construida,
Ip = Op/my. La reduccion de « médulo my, denotada &y, satisface la reduccién del polinomio:

(ar) =0.

el

Dado que P es irreducible sobre k, el campo generado k(&) es isomorfo a I. Por la teoria basica
de valuaciones, sabemos que [/ : k| < [L : K]. Tenemos la cadena de desigualdades:

n=|[1:kl=[k(ay): k] <[lp: k] <[L:K]=n.

Esto fuerza a que todas las desigualdades sean igualdades. En particular:

» [L: K] = [lL : k|, lo que implica que el grado de inercia es 1 y el grado total es n, por lo

tanto ey yx = 1 (No ramificada).

n [ = k(C_KL) =~

2. Unicidad (Propiedad Universal). La unicidad se deduce de una propiedad mads fuerte:
la propiedad universal de levantamiento de morfismos para extensiones no ramificadas.Sean
L la extension construida anteriormente y M/K cualquier otra extensiéon no ramificada que
contenga una copia de / en su residuo.Consideremos el siguiente diagrama en la categoria
de extensiones de campos, donde las flechas verticales son las reducciones (parciales) y las
horizontales son las inclusiones:

K—— L=K() ? M

L

k —— I=k(a) —— m=Op/my

Como M/K es no ramificada, es Henseliana (por ser finita sobre un completo).El polinomio
P(x) € Ok[x] C Opm|x] tiene una raiz simple i(a) en el campo residual m (pues P es el minimal
y la extension es separable).Por el Lema de Hensel (Proposicién 3.7), existe una tinica raiz f
Om talque P(B) =0y B = 1(&) (m6d my).La propiedad universal de la extensién simple L =
K(«) nos da un tnico K-homomorfismo ¢ : L — M tal que ¢(x) = B.Si asumimos ahora que
M es la .%tra.®*tensién no ramificada de grado n con residuo /, entonces [L : K] = [M : K] = n,
por lo que el morfismo ¢ es necesariamente un isomorfismo.
3. Isomorfismo de Galois.Sea L/ K la extensiéon no ramificada correspondiente a / / k.Sabemos

por la Proposicién 5.4 que existe una inyecciéon canénica:

Gal(L/K) /I x — Gal(1/k).

Dado que L/K es no ramificada, e; ;x = 1, lo que implica que el grupo de inercia es trivial:
I;/x = {1}.La inyeccién se convierte en:

Gal(L/K) < Gal(l/k).

Como I/k es separable (hip6tesis) y generada por la reduccion de « (cuya minimal es P), la ex-
tension es normal si y solo si P descompone en factores lineales en [.Si I/ k es de Galois, entonces

65



|Gal(I/k)| = [I : k].Como [L : K] = [I : k], tenemos que |Gal(L/K)| = |Gal(I/k)|.Una inyeccién
entre conjuntos finitos del mismo tamafio es una biyeccién. Por tanto, el homomorfismo de
reduccién es un isomorfismo. n

Desde un punto de vista constructivo, estas extensiones se obtienen levantando polinomios
irreducibles del campo residual.

Proposicién 5.6 — Levantamiento de Polinomios. Sea I = k(&) una extensién separable y
P(x) € k[x] el polinomio minimal de &. Si P(x) € Ok|x] es cualquier levantamiento ménico
de P(x) (es decir, P(x) (m6d mg) = P(x)), entonces:
= P(x) esirreducible en K|x].
» [ = K(«), donde « es una raiz de P(x), es la tinica extension no ramificada correspon-
diente a I.
» El anillo de enteros es monogénico: O = Ok|a].

Demostracion. Sean = deg(P) = [I : k].

1. Irreducibilidad de P(x).Supongamos que P(x) es reducible en K[x]. Dado que P es
moénico y Ok es un Dominio de Factorizacién Unica (por ser un anillo de valuacién discre-
ta), el Lema de Gauss nos asegura que cualquier factorizacion en K[x]| se realiza en O |[x].Sean
P(x) = G(x)H(x) con G, H € Ok|x] ménicos. Reduciendo médulo mg:

P(x) = G(x)H(x) € k[x].

Como P es irreducible en k[x], necesariamente uno de los factores, digamos G, debe ser una
unidad en k[x] (es decir, una constante no nula). Al ser los polinomios ménicos, deg(G) = 0, lo
que implica deg(G) = 0. Por lo tanto, G = 1, 1o que demuestra que P(x) es irreducible en K|x].

2. Naturaleza No Ramificada.Sea « una raiz de P(x) en una clausura algebraica. Definimos
L = K(a).Como P es irreducible y ménico, [L : K] = n.Dado que P € Ok[x] es ménico, « es
entero sobre Ok, por lo que « € O.Consideremos la reduccién & € I} = Or/m;.Se cumple
que P(&) = P(a) = 0.Como P es el polinomio minimal de la extension primitiva //k, tenemos

que el campo residual de L contiene una copia isomorfa de I

k(a) C 1.

Analizando los grados:
n=[k(a): k] <[lp:k] <[L:K]=n.

La cadena de desigualdades se colapsa, implicando:

» [Ip:k] =n=[L:K],porlotanto f;;x = nyer,;x = 1 (Extension no ramificada).

I =k(a) =1
La unicidad se sigue del Teorema

3. Monogeneidad del Anillo de Enteros.Tenemos la inclusion evidente Ok[a] C O;. Para
probar la igualdad, calculamos el discriminante de la base de potencias {1, «, ..., a1 }.

A(1,a,...,a" 1) = Disc(P).

Reduciendo el discriminante médulo m:

Disc(P) = Disc(P).

Por hipétesis, I/k es una extension separable y P es el polinomio minimal. Por lo tanto, P no
tiene raices multiples en la clausura algebraica de k, lo que implica que su discriminante es no

nulo:
Disc(P) #0 (mo6d mg).
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Esto significa que Disc(P) es una unidad en Ok (tiene valuacién 0).Un resultado clésico de
teoria algebraica de ntimeros (aplicable a dominios de ideales principales como Ok) establece
que si el discriminante de un subanillo generado por una base es una unidad, entonces dicho
subanillo coincide con la clausura entera.Por lo tanto, O = Ok]«]. n

Definicion 5.4 — Elemento de Frobenius. Dada una extensién no ramificada L/K donde el
campo residual k es finito de orden g, el grupo Gal(I/k) es ciclico y esta generado por el
automorfismo de Frobenius x — x7.Debido al isomorfismo del Teorema 5.5, existe un tinico
elemento o € Gal(L/K) que se reduce a dicho automorfismo. A este elemento lo denomi-
namos el Frobenius de la extensién (o simbolo de Artin) y se caracteriza por la propiedad:

o(x) =xT (méd P), Vxe Or.

Como derivacion directa del Teorema de Clasificacion (5.5), obtenemos tres corolarios que es-
tructuran la teoria de campos de clases local.

Corolario 5.7 — Estructura de las Extensiones No Ramificadas. Sea K un campo local con
campo residual k finito.

1. Correspondencia de Reticulos (Biyeccién): El funtor de reduccién L — | establece
una biyeccién que preserva la inclusion entre el conjunto de extensiones finitas no
ramificadas de K (contenidas en una clausura algebraica fija K) y el conjunto de exten-
siones finitas del campo residual k.

2. Levantamiento de Frobenius: Dado que k es un campo finito, el grupo de Galois
Gal(l/k) es ciclico y esta generado por el automorfismo de Frobenius ¥ — %7 (donde
q = |k|). Por el isomorfismo candnico, el grupo de Galois local Gal(L/K) es también
ciclico. Existe un tnico generador topolégico 0 ,x € Gal(L/K), llamado el Artin o
Frobenius de la extensidn, tal que:

opk(x) =x7 (méd Pr), Vxe Or.

3. Existencia del Limite Inductivo: Dado que el compositum de dos extensiones no ra-
mificadas es nuevamente no ramificado (pues corresponde al compositum de las ex-
tensiones residuales), la familia de todas las extensiones no ramificadas forma un sis-
tema dirigido. Esto garantiza la existencia de una extension “limite”que contiene a
todas las anteriores dentro de K.

Demostracion. Procedemos a demostrar cada inciso utilizando la correspondencia establecida
en el Teorema 5.5.

1. Correspondencia de Reticulos.Sea Ck la categoria de extensiones finitas no ramifica-
das de K y Cj la categoria de extensiones finitas de k.El Teorema 5.5 establece una biyeccién
Y : Cx — Ck. Debemos probar que ¥ y su inversa preservan el orden dado por la inclusién.Sea
I C m una inclusion de extensiones finitas de k. Sean L = ¥ (I) y M = ¥ (m) sus levantamientos
no ramificados tnicos.Como ! C m, | es una sub-extension separable. Sea | = k(a) y P € k[x]
el polinomio minimal de &. Entonces P tiene una raiz en I, y por ende en m.Por la Proposicién
5.6 (Levantamiento de Polinomios), L se obtiene adjuntando una raiz « de un levantamiento
P € Ok|x] de P.Dado que M es la extension no ramificada correspondiente a m, y el polinomio
D tiene raices en m, el Lema de Hensel aplicado en M garantiza que P tiene raices en M.Por
lo tanto, K(«) C M, es decir, L C M.Reciprocamente, si L C M son no ramificados, la inclu-
sion de anillos de enteros O, C Oy induce un homomorfismo en los residuos I — m, que
es una inclusién de campos.El siguiente diagrama conmutativo ilustra la preservacion de la
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estructura:

Eensel

<

m
J
— 1

Hensel ]

K +———k

=
el e

2. Levantamiento de Frobenius.Dado que el campo residual k es finito de orden g, cualquier
extension finita I/ k es de Galois con grupo ciclico generado por el automorfismo de Frobenius
aritmético Frob, : y — y4.Por el Teorema 5.5, el homomorfismo de reduccién 7 : Gal(L/K) —
Gal(l/k) es un isomorfismo.Definimos el Frobenius de Artin 0 ,x € Gal(L/K) como la pre-
imagen del generador residual:

OL/K = n_l(Frobq).

Por definicién del homomorfismo 7t (Proposicién 5.4), esto significa que para todo x € Oy:
01/k(x) = Frob, (%) = x1.
En términos de congruencias, esto es equivalente a:

o k(x) =x1 (moéd PBr).

La ciclicidad de Gal(L/K) es consecuencia directa del isomorfismo con el grupo ciclico Gal(I/k).

3. Existencia del Limite Inductivo.Sea U el conjunto de todas las extensiones finitas no ra-
mificadas de K contenidas en una clausura separable fija K.Para demostrar que U/ forma un
sistema dirigido, sean L1, L, € U correspondientes a los residuos I1,l.Sea m = I1l; el compo-
situm dentro de la clausura algebraica de k. Como k es perfecto, m/k es separable y finita.Sea
M la tnica extensiéon no ramificada de K con residuo m.Por la propiedad de preservacion de
inclusiones (Punto 1), tenemos quely Cm = L; C Myl Cm = L, C M.Por lo tanto,
el compositum L;L, estd contenido en M. De hecho, LiL, = M, pues el compositum de no
ramificadas es no ramificado y sus grados coinciden.Dado que para cualesquiera dos extensio-
nes existe una tercera que las contiene, podemos definir la Extensién Maxima No Ramificada
como el limite directo:

K":=|JLCK
Leu

Este campo K™ hereda las propiedades locales (como ser un campo valuado discreto Hense-
liano, aunque su grupo de valores no necesariamente cambia, el campo residual es la clausura
algebraica k). u

Basandonos en el punto (3) del corolario anterior, procedemos a definir uno de los objetos mas
importantes en la teoria:

Definicién 5.5 — La Maxima Extensién No Ramificada. Definimos la mdxima extensioén no
ramificada de K, denotada por K" (o a veces K*"), como la unién de todas las extensiones
finitas no ramificadas de K contenidas en una clausura algebraica fija K:

K" = U L.

L/K no ram.

Este campo satisface las siguientes propiedades caracterizantes:
» Grupo de Valores: El grupo de valores no cambia, es decir, v(K") = v(K) = Z. Un
uniformizador 7t de K sigue siendo un uniformizador en K.
» Campo Residual: El campo residual de K™ es la clausura algebraica k del campo residual
de K.
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= Grupo de Galois: El grupo de Galois de esta extensién infinita es isomorfo al limite in-
verso de los grupos finitos:

Gal(K"/K) & lim Gal(L/K) & imZ/nZ = Z.
L n

Este grupo es topoldgicamente ciclico, generado densamente por el levantamiento del
Frobenius.
Es crucial notar que, aunque K es completo, K" generalmente no es completo.Sin embargo,
K" es un campo Henseliano (por ser unién de algebraicos sobre Henseliano). A menudo se
trabaja con su completacién, denotada @, la cual es un campo completo con cuerpo residual
algebraicamente cerrado k.

Proposicién 5.8 — Estabilidad de las Extensiones No Ramificadas. Sea K un campo local. La
clase de extensiones finitas no ramificadas es cerrada bajo las siguientes operaciones:
1. Transitividad: Si K C L C M es una torre de extensiones finitas, entonces M /K es no
ramificada siy solosi L/Ky M/L son no ramificadas.
2. Sub-extensiones: Si M/K es una extensién no ramificada y K € L C M, entonces la
sub-extension L/ K es también no ramificada.
3. Compositum: Si L y L, son dos extensiones no ramificadas de K (contenidas en una
clausura comun), entonces su compositum L;L, es una extensioén no ramificada de K.
Mas atin, el campo residual de L;L; es el compositum /11> de los campos residuales.
4. Cambio de Base (Traslacién): Si L/ K es una extensién no ramificada y E/ K es cualquier
extension finita, entonces la extension levantada LE / E es no ramificada sobre E.

Demostracion. Analizamos cada propiedad utilizando la multiplicatividad del indice de rami-
ficacién y la correspondencia con los campos residuales.

1. Transitividad.Consideremos la torre K € L C M. Por la propiedad multiplicativa del
indice de ramificacién en torres finitas:

eM/K = eM/L * €L/K- (34)

Como los indices de ramificacién son ntimeros enteros positivos (e > 1), el producto es igual a
1 siy solo si cada factor es igual a 1.

» (=) Si M/K es no ramificada, ey;,x = 1, 1o que implicaey,;p = 1yer x = 1.

» (<) SiL/Ky M/L son no ramificadas, el producto es 1.

Ademas, la separabilidad de la extension residual es transitiva. Por lo tanto, la condicién se
satisface plenamente.

2. Sub-extensiones.Sea K C L C M con M/K no ramificada. Por la implicacién directa
de la propiedad de transitividad demostrada arriba (ecuacién 34), se deduce inmediatamente
que er/x = 1. Dado que I C m y m/k es separable (pues M/K lo es), la sub-extension [/k es
necesariamente separable.

3. Compositum.Sean Li, L, extensiones no ramificadas de K con campos residuales /1, [,
respectivamente. Sea L = L;L; el compositum dentro de una clausura fija.Consideremos la
extensién compuesta de los residuos | = [11,. Como [1/k y I /k son separables, su compositum
I/k es una extension finita separable.

Por el Teorema de Clasificacion (5.5), existe una tinica extensién no ramificada M /K tal que
su campo residual es isomorfo a I.Dado que I; C [y I C I, por la correspondencia de reticulos
(Corolario 5.7), tenemos las inclusiones de campos levantados:

LLCM y L,CM.

Por definicién de compositum (el menor campo que contiene a ambos), obtenemos L1L, C M.
Analizando los grados:

[Lle . K] S [M : K] = [l : k] = [1112 : k]
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Por otro lado, la desigualdad fundamental para cualquier extensién (ramificada o no) establece
que [Leomp : K] > [leomp : k]. Esto fuerza la igualdad [LiL; : K] = [l1]5 : k], lo que implica que
L1L, es una extension no ramificada (pues alcanza el grado méximo permitido por su residuo)
y de hecho L1L, = M.

4. Cambio de Base.Sea L/K no ramificada y E/K finita. Sea P(x) € Ok[x] el polinomio
monico que genera L (Proposicion 5.6), tal que su reduccion P(x) € k[x] es separable e irredu-
cible.El compositum LE es generado sobre E por las raices de P(x).Consideremos el discrimi-
nante A(P). Como L/K es no ramificada, A(P) es una unidad en Ok, es decir, vx(A(P)) = 0.Al
considerar P(x) como un polinomio en Og[x], su discriminante sigue siendo el mismo elemen-
to (visto bajo la inclusiéon Ox — Of).Como el discriminante es una unidad en Ok, también lo
es en O (pues vg(u) = ep/xvk(u) = 0).El hecho de que el discriminante del polinomio gene-
rador sea una unidad implica que la extension LE/E es no ramificada.El siguiente diagrama
resume la situacién de los campos y sus residuos:

Donde la propiedad de ser no ramificada (nr) se preserva por traslacion (cambio de base). W

5.2. Extensiones totalmente ramificados.

Definicion 5.6 — Extension Totalmente Ramificada. Sea K un campo local y L/K una exten-
sion finita de grado n. Decimos que L/K es totalmente ramificada si se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones equivalentes:

1. Elindice de ramificacién coincide con el grado de la extension: e; ;g = [L : K].

2. El grado de inercia es trivial: f; ;x = 1.

3. La extensién de campos residuales es trivial: | = k.

En este caso, si 717, es un uniformizador de L, entonces 71y, satisface una ecuacién de tipo Eisens-
tein y genera la extension, es decir, L = K(7t1.).

La intuicién aritmética detrds de este fenémeno se revela al analizar las valuaciones en la
ecuacion polinémica X" + - - - 4 a9 = 0. Dado que el término constante cumple la condicién de
Eisenstein, su valuacién normalizada en K es exactamente v(ap) = 1. Debido a la naturaleza
ultramétrica de la valuacién, para que la suma sea cero, el término lider X" debe equilibrar
necesariamente la valuacion del término constante, lo que implica la igualdad v(X") = 1. Des-
pejando la valuacion de la raiz obtenemos v(X) = 1/n, lo cual indica que la presencia de esta
raiz fragmenta la unidad del grupo de valores en n partes; esto fuerza a que el indice de ra-
mificacién sea al menos 7 y, al estar acotado por el grado de la extensién, concluimos que la
ramificacion es total.

Proposicién 5.9 — Caracterizaciéon de Extensiones Totalmente Ramificadas. Sea K un campo
local.
1. Suficiencia: Si P(X) es un polinomio de Eisenstein, entonces P(X) es irreducible. Si

70



es una raiz de P(X) y definimos L = K(«), entonces L/K es una extension totalmente
ramificada y @ es un uniformizador de L.

2. Necesidad: Si L/K es una extensién totalmente ramificada finita, entonces L = K(7ry)
donde 717, es cualquier uniformizador de L. Ademads, el polinomio minimal de 77, sobre
K es necesariamente un polinomio de Eisenstein.

Demostracién. Asumimos que vk es la valuacion discreta normalizada de K, es decir, vg (K*) =
Z.

1. Suficiencia (Eisenstein = Totalmente Ramificada).Sea P(X) = X" + 4, X" ! +
-+ @ X+ ap € Ok[X] un polinomio de Eisenstein. Sus coeficientes satisfacen:

vk(a;)) >1 VYi<n, y ovg(ap) =1 (35)

Sea a una raiz de P(X) en una clausura algebraica y definimos L = K(a). Sea v, la tnica
extension de la valuacion a L.Evaluando la ecuacién P(a) = 0, tenemos:

n—1 )
o ==Y an.
i=0

Aplicando la valuacién v; a ambos lados:

nop(a) = v (le_:l az-oci> . (36)
i=0

Analicemos los términos de la suma. Como « es entero sobre Ok (pues P es ménico con coefi-
cientes enteros), vy («) > 0. De hecho, como ag # 0, « # 0, y de la ecuacién se deduce que « no
es una unidad, por lo que vy («) > 0.Parai > 0, tenemos:

o (a;a’) = vy (a;) +ivp (&) > 1+ ivg(a) > 1.

Para el término constante, sabemos que vy (a9) = v (ap - 1) = er/xvk(ao) - 1. Sin normalizar vy
(es decir, viéndola como extensién directa con valores en 1Z), simplemente tenemos vy (a9) =
vk (ap) = 1.Comparando los términos:

vr(ag) =1 < vp(aa’), Vie{l,...,n—1}.

Por la propiedad ultramétrica estricta (la valuacién de una suma de términos con valuaciones
distintas es igual al minimo de las valuaciones), obtenemos de (36):
. i
nop(e) = min vp(a;a') = vp(ag) = 1.
(@) = min_ o () = oL (a0)

Por lo tanto, v («) = 1/n.Esto implica que el grupo de valores vy (L*) contiene al subgrupo
generado por 1/n, por lo que el indice de ramificacién satisface:

ek = (op(L™) s vg(K*)) > n.

Dado que siempre se cumple ek < [L: K], y aqui [L : K] < deg(P) = n, la tinica posibilidad
es que todas sean igualdades:
[LZK] =n 'y e /k=n

Esto prueba simultdneamente que:
1. P(X) esirreducible (pues el grado de la extensién generada es n).
2. L/K es totalmente ramificada (e = n).
3. & es un uniformizador, pues su valuacion 1/n genera el grupo de valores (si normaliza-
mos vy, para que su imagen sea Z, entonces el valor de « es 1).
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2. Necesidad (Totalmente Ramificada — Eisenstein).Sea L/K una extension totalmente
ramificada de grado n. Entonces e; ;x = n y ! = k.Sea 71 un uniformizador de L. Sabemos
que v (7tz) es un generador del grupo de valores de L. Normalicemos vy, tal que vy (7r1) = 1;
entonces v |k = novg.El conjunto {1, 7y, ..., T[Z_l} tiene valuaciones {0,1,...,n — 1} médulo
n, por lo que son linealmente independientes sobre K. Asi, L = K(m1).Sea Q(X) = X" +
i1 X" 14+ ¢ € Ok[X] el polinomio minimal de 7t;.Los coeficientes ¢; son funciones
simétricas elementales de los conjugados de Galois 71, ..., 7("). Dado que L/K tiene una
Unica valuacién extendida, todos los conjugados tienen la misma valuacién:

?)L(T[(j)) = UL(TL'L) =1.

Analicemos los coeficientes:
= Término constante: co = (—1)" [T}, i),

Como ¢y € K, tenemos vy (cg) = nvg(cp). De nvg(co) = n, concluimos vg(cg) = 1.
= Otros coeficientes (0 < i < n): ¢,_; es la suma de productos de i conjugados (con signo).

vr(cy—i) > min(valuacién de productos de i conjugados) =i-1=1i > 0.

Como ¢,,—; € K, su valuacion vy (c,—;) debe ser un maltiplo de n (pues vy (K*) = nZ).
Dado que v (c,—i) > i > 0, el multiplo de n positivo mds pequefio es 7.

vp(cy—i) >n = nog(c,—;j) >n = vg(c,_i) > 1.

Las condiciones vg(co) = 1y vk(cj) > 1 demuestran que el polinomio minimal es de Eisens-
tein. n

m Ejemplo 5.1 — Extensiones Ciclotémicas p-adicas. Consideremos el campo de los ntimeros
p-adicos K = Q,. Sea L, = Q,({,) la extensién obtenida al adjuntar una raiz primiti-
va p"-ésima de la unidad, con n > 1.Mostraremos que esta es una extensién totalmente
ramificada de grado ¢(p") = p" 1(p — 1).

Demostracién: El polinomio minimal de {,» sobre Q, es el p"-ésimo polinomio ci-
clotémico:

n . pfl
Xp ]_ Xl"pn—l _ X(P_l)Pn71 + . + Xpn71 + 1.

o) = s 1
i=0

Para analizar la ramificacion, hacemos el cambio de variable 77 := {,» — 1. Queremos
ver si 77 es un uniformizador. El polinomio minimal de 77 es g(X) = @, (X +1).
Evaluamos el término constante de g(X):

p—1
8(0) =dp(1) = ;J 1=p.

Observamos que ¢(X) es un polinomio ménico de grado d = p"~!(p — 1), con término
constante p. Ademds, médulo p, tenemos:

Qp(X) = (X-1)7 (médp) = g(X)=X? (méd p).
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Esto implica que todos los coeficientes de g(X) (excepto el lider) son divisibles por p. Como
el término constante es exactamente p (y no divisible por p?), ¢(X) es un polinomio de
Eisenstein.

Por la teoria general de polinomios de Eisenstein:

» La extension generada por una raiz de Eisenstein es totalmente ramificada.

» Elgradoes [L,: Q,] = deg(g) =p" '(p—1).

» El elemento 77 = {,» — 1 es un uniformizador de L.

Concluimos que la torre ciclotémica formada por las raices de potencia prima es una
torre de extensiones totalmente ramificadas. n

Proposicion 5.10 — Descomposicion Canénica de la Extension. Sea K un campo local y L/K
una extension finita. Existe un tnico subcampo intermedio L tal que:

KCLyCL

satisfaciendo las siguientes propiedades:
1. Parte No Ramificada: La extension Ly/K es la mdxima sub-extension no ramificada
de L/K. Su grado es igual al grado de inercia global:

[LO . K] = fL/K

Ademés, el campo residual de Ly es isomorfo al campo residual [ de L.
2. Parte Totalmente Ramificada: La extensién L/L es totalmente ramificada. Su grado
es igual al indice de ramificacién global:

[L . Lo] = eL/K.

Esquematicamente, el grado total se factoriza como:
[L:K]=][L:Ly]-[Lo:K].
~— =

N

€ f

Demostracién. Sea k el campo residual de K y I el campo residual de L. Denotamos los grados
de la extensiéon como n = [L : K], f = fr;x = [l : k| y e = ep/x. Sabemos por el Teorema 5.3 que
n=e-f.

1. Construccién y Existencia de Lo.Consideremos la extensién de campos residuales [ /k.
Dado que k es un campo perfecto (o finito en el caso clésico), esta extension es separable de
grado f.Por el Teorema de Clasificaciéon (5.5), existe una tinica extensién no ramificada Lo/ K
(dentro de una clausura fija) tal que su campo residual es isomorfo a [.Debemos demostrar
que Ly C LSeal = k(a) y P(x) € k[x] el polinomio minimal de &. Sea P(x) € Ok[x] un
levantamiento ménico de P. Entonces Ly = K(ap) donde ag es una raiz de P.Consideremos
el polinomio P(x) como elemento de O [x]. Su reduccién médulo By es P(x) (visto en [[x]).
Dado que & € [ es una raiz simple de P (por separabilidad), y L es un campo Henseliano (por
ser finito sobre K), el Lema de Hensel garantiza que existe una raiz « € L de P(x) que levanta a
a.Por la unicidad del levantamiento de morfismos, identificamos Ly con el subcampo K(«) C L.

2. Propiedades de la Parte No Ramificada.Por construccién:

» La extensiéon Ly/K es no ramificada.

= Su campo residual es [.

» Sugradoes [Lo: K] =[l: k] = f1/k.

3. Propiedades de la Parte Totalmente Ramificada.Consideremos la torre K C Ly C L. Por
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la multiplicatividad de los grados y los indices:

frix = frie - frosk- (37)

Sustituyendo los valores conocidos (fr,;x = f y fr,/x = f):

f=fu f = fu,=1

Esto implica que la extensién de campos residuales de L/ Ly es trivial (I /I). Por la Definicién
5.6,1a extension L/ L es totalmente ramificada.Para el grado, usamos la transitividad del grado
total: LK f

: e-
[L.L()] = [Lo:K] —T—E—EL/K.
Ademas, verificamos la consistencia con el indice de ramificacién: ey ;, = [L : Lo] = e.

4. Unicidad y Maximalidad. Supongamos que M es otra sub-extensiéon K C M C L que es
no ramificada sobre K.Sea m el campo residual de M. La inclusién M C L induce una inclusién
m C [.Por la correspondencia de reticulos (Corolario 5.7), las extensiones no ramificadas de
K estdn en biyeccion con las sub-extensiones de I/k. Dado que m C I, y Ly es la extensién
que corresponde a /, necesariamente M C Lg.Por lo tanto, Ly contiene a cualquier otra sub-
extension no ramificada, probando su maximality y unicidad.El siguiente diagrama ilustra la
situacion de los campos y sus invariantes:

L ¢
—_—

0~~~ >
1 1
K ---eue- > k

Donde la extension superior es totalmente ramificada (grado e, inercia 1) y la inferior es no
ramificada (grado f, ramificacién 1).
|

6. Grupos de Ramificacién Superior

Una vez establecida la descomposicién en inercia y ramificacién salvaje, es necesario refinar
el estudio de la acciéon del grupo de Galois. Observamos que, aunque todos los elementos de G;
acttan trivialmente sobre el campo residual, algunos acttian “mas trivialmente”que otros, mo-
viendo el uniformizador una distancia cada vez menor en la topologia p-ddica. Formalizamos
esta nocién de profundidad mediante la filtracién de ramificacién.

6.1. La Filtracion Inferior

Comenzamos definiendo una métrica en el grupo de Galois que cuantifica qué tan cerca de
la identidad se encuentra un automorfismo.

Definicion 6.1 — Funcién de Desplazamiento. Sea L/K una extension de Galois finita con
grupo G y sea 717, un uniformizador de L. Para cada o € G, definimos el entero i (0) como
la valuacién de la diferencia entre el uniformizador y su imagen:

ic(0) :==ovr(o(m) — m1).
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Por convencion, si ¢ = 1, tomamos ig(1) = oco. Esta funcién mide el “grado de contacto”de
o con la identidad.

Esta funcién nos permite definir una cadena decreciente de subgrupos normales, conocida co-
mo la numeracién inferior.

Definicién 6.2 — Grupos de Ramificacién Inferior. Para cada entero i > —1, definimos el
i-ésimo grupo de ramificacién G; como:

Gi:U€G|iG(0')Zi+1.

En términos algebraicos, ¢ € G; si y solo si actta trivialmente sobre el anillo quotient
Oy /p; ™ Esto genera una filtracién exhaustiva y separada:

G=G12G2G2G2---2{1},

donde identificamos Go con el Grupo de Inercia y G; con el Grupo de Inercia Salvaje.

Teorema 6.1 — Separacion de la Filtracion. Para una extension finita, existe un entero m tal
que G, = {1}. Consecuentemente:
() Gi=1

i>—1

Demostracion. Sea G = Gal(L/K) un grupo finito. Procedemos en dos partes: primero demos-
tramos que la interseccion es trivial utilizando la topologia del anillo, y luego deducimos la
existencia del entero m.

1. Interseccién Trivial.Sea ¢ € ;> _; G;.Por la caracterizacién algebraica dada en la Defini-
cién 6.2, para todo entero n > 0, se cumple que o € G,,_1. Esto implica que ¢ actta trivialmente
sobre el cociente 01, /p}. Es decir:

oc(x)=x (mod pf), Vxe OL,,Vn>1. (38)
Esto es equivalente a decir que para todo x € O
o(x) —x € n=1%pL".

Dado que L es un campo local (discreto y completo), el anillo O; es un dominio de ideales
principales completo respecto a la topologia inducida por p;. Por el Teorema de la Interseccién
de Krull (o simplemente por ser una valuacion discreta donde |a| — 0si v(a) — oo):

(\n=1%pL" = 0.

En consecuencia, 0(x) — x = 0 para todo x € Or. Dado que el campo de fracciones de O es L,
esto implica que ¢ = Id;.Por lo tanto, i > —1G; = 1.

2. Existencia del entero m.El grupo de Galois G es un conjunto finito. Consideremos el
conjunto de elementos no triviales G \ {1}.Para cada ¢ € G\ {1}, definimos su “profundidad
de ramificaciéngomo el mayor entero k tal que ¢ € Gi. De manera equivalente, usando la
funcién de desplazamiento (bajo la asuncién de que O;, es monogénico generado por 77, 0
generalizando i como el infimo sobre todo el anillo):

i(o) :=sup{i € Z>_1 | 0 € G;}.

Como demostramos en el punto anterior, si o # 1, entonces ¢ ¢ () G;. Esto implica que existe
un N, tal que 0 ¢ Gy,. Por ende, el valor i(c) es finito para todo ¢ # 1.Definimos m como el
maximo de estas profundidades:

m:=méx{i(c) | ¢ € G, o # 1}.

75



Si G = {1}, tomamos m = —1.Para cualquier entero j > m, si existiera un T € G; con T # 1,
tendriamos por definicién que i(t) > j > m, lo cual contradice la maximalidad de m.Por lo
tanto, para todo j > m, se cumple que G; = {1}.

[

6.2. Estructura de los Cocientes

La importancia de esta filtraciéon radica en que linealiza la estructura del grupo de Galois:
los cocientes sucesivos G;/G;;1 se pueden incrustar en los grupos aditivos o multiplicativos
del campo residual, que son estructuras bien conocidas.

Proposicién 6.2 — El Cociente Manso. El cociente G/ G es abeliano y ciclico de orden copri-
mo a p. Especificamente, la aplicacién:

00:Go/Gy — ki, 7+ <(T(7[L)>
L
es un homomorfismo de grupos inyectivo bien definido, independiente de la eleccién del
uniformizador ;.

Demostracién. Definimos inicialmente la aplicacién ® : Go — k[.Sea ¢ € Gy. Dado que ¢ es
una isometria y preserva el ideal maximal p;, mapea el uniformizador 717, a otro elemento de
valuacion 1. Por lo tanto, o(7r;) = urry, para alguna unidad u € O Definimos:

o) = (77 e k.

uss

1. Independencia del uniformizador.Supongamos que 71} es otro uniformizador. Entonces
m, = vmy, para alguna unidad v € O Evaluamos el cociente:

o(m) _ olom) _ o(e) o(m)

T i v T

Dado que ¢ € Gy, por definicién actda trivialmente en el campo residual, es decir, 0(v) = v
(mod pr). En consecuencia, 0(v) /v = 1 en k[ .Por lo tanto:

(£ . (L)
us . )’
lo que demuestra que ® no depende de la eleccién de ;.
2. Propiedad de Homomorfismo.Sean ¢, T € Gy. Calculamos @(07):

(e0)(m) _ o(z(m)) (m)

T T(7TL) T

Escribimos 7(711) = um, con u € O; . Entonces:

o(t(m)) _ o(um)  ofu) a(nL)‘

T(771) U, u .

Nuevamente, como ¢ € Gy, tenemos que o(u)/u = 1. Pasando al residuo:

O(07) = (‘T(T(”L))> . <T(”L)> _0(0) - 0(1).

T(7tL) 7Ty,
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3. El Nicleo y la Inyectividad.El ntcleo del homomorfismo ® estd dado por:

ker(®) = {(7 € Go U(:L) =1 (mod pL)}.
L
La condicién ‘T(nﬂLL) = 1 (mdd pr) es equivalente a vy <%7TLL) — 1) > 1.Multiplicando por 7y,

esto equivale a:

o (0(m) — 1) = op(mL) + 01 (U(ff) - 1) >141-2.

Por la definicién de los grupos de ramificacién inferior (Definicion 6.2), la condicion vy (o(7r,) —
ntr) > 2 define exactamente al grupo Gj.Por lo tanto, ker(®) = G;.Por el Primer Teorema de
Isomorfismo, ® induce un homomorfismo inyectivo:

902G0/G1;>k£<.

El grupo multiplicativo del campo residual k;* es un grupo ciclico de orden g — 1 (donde
q = |ki| es una potencia de p). Dado que Go/G; es isomorfo a un subgrupo de k;, hereda las
propiedades de ser abeliano y ciclico.Ademas, el orden de Gy/G; divide a g — 1. Como p no
divide a g — 1, el orden del cociente es coprimo a p. n

Para los grupos de ramificacion superior (i > 1), la estructura cambia de multiplicativa a aditi-
va.

Proposicion 6.3 — Los Cocientes Salvajes. Para cada i > 1, el cociente G;/Gjt1 es un grupo
abeliano elemental de exponente p. La aplicacién:

it1
Ty,

_ o(m) — 7L
0;:Gi/Giy1 — ki, 0+ (
es un homomorfismo de grupos inyectivo (que depende de la eleccién de 711, solo por un
factor escalar).Como consecuencia, cada cociente G;/ G, es isomorfo a un espacio vectorial
sobre el campo finito k;, y por tanto es una suma directa de grupos ciclicos de orden p.

Demostracién. Fijamos un uniformizador 7t = 7r;. Parac € G;coni > 1, tenemos por definicién
que vr(o(m) — 7t) > i+ 1. Por tanto, la fraccion "(7’;.);” pertenece al anillo de enteros Or, lo que
garantiza que su reduccién en el campo residual k;, estd bien definida.

1. Propiedad de Homomorfismo.Sean ¢, T € G;. Queremos calcular 6;(c7).Escribimos la

acciéon compuesta sobre el uniformizador:

(ot)(t) —m=0o(t(n)) —m=0c(t(n)) —o(n) +o(r) — .
Dividiendo por 7' *!:

(e)(m) —m _ olx(m)) —o(m)
i+l i+l

o(n)—mn
it

El segundo término se reduce directamente a 6;(c’). Analicemos el primer término. Sea A =
7(7t) — m. Como T € G;, sabemos que v (A) > i+ 1, es decir, A = ant'*! para algtin a €
O, .Entonces:

o(t(n)) —o(n)  o(n+A)—o(rn) o(A)  o(an™) o(a) ((7(71))1'4rl

it - it T EE
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Dado que i > 1, tenemos G; C G;. Esto implica que para cualquier x € O, (x) = x (méd pr)

y L:) =1 (mdd pr).Por lo tanto, reduciendo médulo p:

i+1

0(a)-<0(7?)> =31 =a= <T(772:T> = 6;(7).

Sumando ambos términos en el campo residual (que es aditivo), obtenemos:
0:(0T) = 0;(7) + 6:(0).

Como el grupo destino es abeliano (el grupo aditivo de un campo), 6;(c7) = 0;(c) + 0;(7),

probando que es un homomorfismo.

2. Inyectividad.El ntcleo de 6; estd formado por los ¢ € G,; tales que 0(77;);” € pr.

o(n)—rm

o € ker(8;) <— 0L< poras >21 — v(o(mr)—m) >i+2 < o€ Gjy.

Por el Primer Teorema de Isomorfismo, inducimos la inyeccién:
Gi/Gis1 — ki

3. Estructura de Espacio Vectorial.El grupo aditivo (kr,+) es un espacio vectorial sobre
el campo primo [F, (donde p es la caracteristica del campo residual). Cualquier subgrupo de
(kr, +) es, por tanto, un subespacio vectorial sobre IF,.Esto implica que G;/G;,; es un grupo
abeliano elemental de exponente p, es decir, isomorfo a una suma directa de copias de Z/pZ.

[

Teorema 6.4 — Estructura de G;. El grupo de inercia salvaje G; es un p-grupo y es el tinico
p-Sylow del grupo de inercia Gy. De hecho, G; es el subgrupo normal de p-potencia maximal
de todo G.

Demostracién. Usamos la filtracién por grupos de ramificacion y las propiedades de los cocien-
tes.
1. G; es un p-grupo.Sabemos por el Teorema 6.1 que existe un m tal que G,, = {1}. Consi-
deremos la cadena finita:
G12G 2 2 Gy ={1}.

El orden de G; se puede calcular telescépicamente:
’Gl| = [Gl : Gz] . [Gz : G3] s [Gm,1 : {1}]

Por la Proposicién 6.3, cada factor [G; : G; 1] es una potencia de p (pues el cociente se inyecta en
un espacio vectorial sobre [F,,).Siendo el producto de potencias de p, concluimos que |G| = p"
para algtn r € IN. Por tanto, G; es un p-grupo.

2. Caracter de Sylow y Unicidad. Consideremos el grupo de inercia Gg. Su orden es:

Gol = [Go: Gi] - |Gl

Por la Proposicién 6.3 (referente al cociente manso), el orden [Gy : G;] es coprimo a p.Dado que
|G1| es la méxima potencia de p que divide a |Gy|, por definicién, G; es un p-Sylow subgrupo
de Gp.Ademds, por construccién de la filtracién de ramificacién, Gy es un subgrupo normal de
G (y en particular de Gp).Por los Teoremas de Sylow, si un subgrupo de Sylow es normal, es
tnico.Por lo tanto, G; es el tinico p-Sylow de Gy.

3. Maximalidad en G.Sea P un p-subgrupo cualquiera de G. Consideremos la proyeccién
al cociente G/Gq.Sabemos que G; contiene a toda la parte p-potencia de la inercia. Ademas,
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G/ Gy = Gal(l/k) es ciclico de orden f.Si p 1 f, entonces Gy es el p-Sylow de G.Sip | f,la parte
de p-Sylow de G es una extension de la parte p de G/ Gy por G1.Sin embargo, en el contexto de la
teoria de ramificacién local clésica, el término inercia salvaje”se refiere estrictamente a la parte
que desaparece en el residuo. El teorema establece que G; es el p-Sylow de la inercia.Respecto a
G, Gy es el nucleo del mapa G — G/G;.Sip 1[I : k], entonces G; es el p-Sylow de G. |

6.3. Numeracién Superior y Funcién de Herbrand

La numeracién inferior tiene un defecto técnico grave: no se comporta bien bajo pasos al
cociente (es decir, no es compatible con la restriccién a subcampos en una extensién de Galois).
Para formular la Teoria de Cuerpos de Clases, donde necesitamos pasar al limite proyectivo, es
indispensable una renumeracién que sea invariante por cocientes.

Definicién 6.3 — Funcién de Herbrand. Definimos la funcién ¢y k(1) para u > —1 mediante
la integral:

pr/x(u) = /Ou (Gol Gt)d

donde (Gp : G¢) denota el indice del subgrupo G; en G (extendiendo la definiciéon de G; a
indices reales mediante la funcién piso).La funcién ¢ es continua, piecewise lineal, creciente
y céncava. Su inversa se denota por ¢y /k(v).

Esta funcién gomprime”la escala en los tramos donde los grupos de ramificacién son grandes,
compensando el tamafio de los subgrupos.

Propiedades de la Funcién de Herbrand. Analizamos la funcion ¢ /(

0 GO G,

1. Continuidad y linealidad por tramos.La funcién 1ntegrando g( ) = (GO:Gt) es una fun-
cion escalonada. Dado que la filtracién G; cambia solo en un conjunto discreto de enteros (los
”“saltos”), ¢(f) es constante en intervalos de la forma [i,i + 1).La integral de una funcién esca-
lonada es continua y lineal por tramos. Para u € [m, m + 1], tenemos la expresion explicita:

pr/k(u) = ,G G+ Gl 4 (Gl 4 (= m) G )

Esto confirma que es lineal en cada intervalo entero.2. Crecimiento y Concavidad.Dado que los
indices son positivos, la derivada ¢'(u) = (Golicu) es siempre positiva, por lo que ¢ es estricta-
mente creciente.Para la concavidad, observamos que la sucesién de subgrupos es decreciente:
Gt O Gy parat < t'Esto implica que el indice (Gp : G;) es una funcién no decreciente de
t.En consecuencia, la derivada ¢'(u) es una funcién no creciente. Una funcién continua con
derivada decreciente (en sentido débil) es céncava.

Existencia de la inversa.Al ser continua y estrictamente creciente con lim,_,c ¢ (1) = 00, ¢
es un homeomorfismo de [—1, c0) en si mismo (extendiendo la definicién). Por tanto, la inversa

Y1 /k existe y tiene propiedades andlogas (convexa, creciente). n

Proposicién 6.5 — Teorema de Herbrand - Consistencia. Sea H < G un subgrupo normal corres-
pondiente a la sub-extensién E = L. Sea G’ = G/H = Gal(E/K). La numeracién superior
es compatible con el paso al cociente:

(G/H)” = G'H/H.

Demostracion. Para demostrar la consistencia de la numeracién superior, primero debemos es-
tablecer como se comporta la numeracién inferior bajo cocientes y cémo se componen las fun-
ciones de Herbrand.
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1. Relacién en Numeracién Inferior.La relacion entre los grupos de ramificacion de G y los
de G’ = G/H no es directa en la numeracion inferior. La identidad fundamental es:

G'u = GiH/H, dondeu = @L/E(t). (39)

La demostraciéon de este hecho (cldsica de Herbrand) se basa en calcular el desplazamiento
ic'(0) como un promedio de los desplazamientos en L sobre la clase lateral o H.
2. Transitividad de la funcién ¢.Consideremos la torre K C E C L. Afirmamos que:

er/x(t) = e/x(@r/e(t)) (40)

Verificamos esto derivando respecto a t. Sea u = ¢ /g (t).
» Lado izquierdo: ¢} ,(t) = (Golict)

= Lado derecho (Regla de la Cadena):

d , , 1 1
E(PE/K(”) = (PE/K(”) ’ (/)L/E(t) = (G(/) : G;) ) ((Gth) : Gt).

(Nota: en la segunda fraccion, el término es el inverso del indice relativo en H, es decir
1/(Ho : H;) donde H; = G¢ N H).
Usando la relacion (39), tenemos G, = G;/(G; N H).Por el teorema del indice para torres de
grupos:
|G| = |G| - |G N HI.
Dividiendo por |Go| = |G}| - |Ho|:

1 1

(G() . Gt) (G(/) . Gil) . (H() . Ht) '

Esto prueba la igualdad de derivadas, y como ambas funciones valen 0 en 0, la identidad (40)

se cumple.
3. Conclusién para la Numeracién Superior.Queremos calcular (G/H)". Por definicién:
nNo _ !
(G)" = GlPE/K(U)'

Sea u = pr,k(v), de modo que v = ¢g,k(u).Usando la identidad (39), sabemos que G, es la
imagen de G; donde u = ¢ /g(t). Es decir:

t=1vr/e(u) = ¢Yr/e(Pe/k(0)).

Por la propiedad transitiva (40), la inversa cumple 91 ,x = ¢ /g © P ,/x.Por lo tanto:

t=19r/x(0).
Sustituyendo esto en la expresién del grupo cociente:
(G =G, =GH/H = Gy, x(0)H/H = G°H/H.

Esto demuestra que la filtracién superior del cociente es exactamente la proyeccion de la filtra-
cién superior del grupo total. n

Definicion 6.4 — Numeracion Superior. Definimos los grupos de ramificacién con numera-
cién superior G’ mediante la reparametrizacion:

G" = Gl/’L/K(U) :

Esta numeracién satisface la propiedad de consistencia para cocientes: si H < G corresponde
a la sub-extension E/K, entonces (G/H)? = G’H/H.
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Concluimos esta seccién con uno de los resultados mds profundos y elegantes de la teoria local,
que restringe severamente la aritmética de las extensiones abelianas.

Teorema 6.6 — Hasse-Arf. Sea L/K una extensién finita abeliana de campos locales. Sea
{G?}y>_1 la filtraciéon de ramificacién con numeracion superior del grupo de Galois G =
Gal(L/K).Un namero real v se denomina un salto de ramificacion si:

G’ D G*" Ve > 0.

El Teorema de Hasse-Arf afirma que todo salto de ramificacién v en una extensién abeliana
es un nlimero entero.

Comentario. La demostracién de este teorema es considerablemente més avanzada y se basa en
la estructura detallada de las unidades de L como médulo de Galois y en la teoria de cuerpos
de clases. Su importancia radica en que permite definir el conductor de Artin como un ideal
entero, vinculando la teoria de ramificaciéon con las representaciones de Galois (Teorema de
Conductor-Discriminante). |

6.4. Estructura Multiplicativa de Campos Locales

El objetivo central de la Teoria de Cuerpos de Clases Local es establecer un isomorfismo
entre el grupo de Galois de la méxima extension abeliana de K y una estructura intrinseca
del campo K. Esa estructura resulta ser el grupo multiplicativo K*. Por ello, es imperativo
diseccionar la estructura topolégica y algebraica de K*.

Dado que K es un campo de valuacién discreta, su grupo multiplicativo admite una des-
composicién primaria fundamental:

K* = 7% x Uy,

donde 7 es un uniformizador fijo y Ux = Of es el grupo de unidades. La parte 7% es discreta
y libre (isomorfa a Z), mientras que Uk es un grupo topolégico compacto.Para analizar Uk,
introducimos una filtracién andloga a la de ramificacion.

Definicion 6.5 — Unidades Principales. Definimos la filtracién de subgrupos de Uk como:
» Uy = Ux = Of.
»m Paran >1,U, =1+p"={x e Ux|v(x—1) >n}.

Los elementos de U; se denominan unidades principales.

La estructura de los cocientes sucesivos de esta filtracidon revela una notable simetria con
los grupos de ramificacion.

Proposicién 6.7 — Isomorfismos de los Graduados. Los cocientes de la filtracion de unidades
satisfacen:

1. Uyp/U; = k* (via la reduccién médulo p).

2. Paran > 1, existe un isomorfismo candénico:

U,/U,1 = k", dado por1+an" — a.

Demostracién. Sea p el ideal maximal de Ok y 7t un uniformizador fijo. 1. El cociente Uy / U;.Consideramos
el homomorfismo de reduccién natural ¢ : Ox — k = Ok/p. Restringimos este mapa al grupo
de unidades Uy = Oy:

pl+UO0: U0 — k™.
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= Sobreyectividad: Sea ¥ € k*. Entonces ¥ # 0, lo que implica que cualquier levantamiento
x € Ok satisface x ¢ p. Por tanto, v(x) = 0, es decir, x € Up. Asi, la reduccién es
sobreyectiva sobre las unidades.

= Nicleo: El nticleo consiste en las unidades que se reducen a 1 en el campo residual:

ker(¢p|*U0)=ucUO0|u=1 (mod p).

Por la definicién dada (Definicién 6.5), este conjunto es exactamente U; = 1 + p.
Por el Primer Teorema de Isomorfismo de grupos:

uo/uil=k~.

2. Los cocientes U, /U, paran > 1. Todo elemento u € U, puede escribirse de la forma
u =1+ an" cona € Ok. Definimos la aplicacion:

ypn:Un—k*, yn(l+an")=a=a (méd p).

» Buena definicién: Si 1 + ant” = 1 + bnt”, entonces ant” = brt". Como Ok es un dominio
y 7 #0,a = b, por lo que @ = b. (Méas precisamente, 4 estd determinado médulo 7t si
permitimos que u varie en clases de U,,+1, pero aqui definimos sobre el elemento).

= Homomorfismo: Sean u = 1+ an” yv = 1+ brt" en U,. Su producto es:

uo = (14+arm")(1+br") =1+ (a+b)n" + abr®".
Podemos reescribir esto factorizando 77":
uv =1+ (a+b+abr")m".

Aplicamos 1;: o
Yn(uv) =a+b+abn" =a+b+ab- ",

Dado que n > 1, i" € p, por lo que 7" = 0 en k. Entonces:

¥n(uv) =a+b= n(u) + ¢Pn(v).

Esto demuestra que 1, transforma la estructura multiplicativa de U, en la estructura
aditiva de k.

= Sobreyectividad: Para todo ¥ € k, tomamos un levantamiento x € Ok. El elemento
1+ x7t" pertenece a U, y su imagen es .

= Nitcleo: Un elemento u = 1+ amt” estd en el niicleo si y solo si @2 = 0, es decir, a € p. Si
a € p, podemos escribir a = b7 para algin b € Ok.

u=1+ (br)n" =1+ br"1

Esto corresponde exactamente a la definicién de U,,41. Por tanto, ker(¢,,) = Uy41.
Por el Primer Teorema de Isomorfismo:

Un/Un+12k".
[

Observemos la coincidencia estructural:

= Lado Galois: Gg/G; es ciclico de orden coprimo a p; G;/G;1 son p-grupos elementales.

» Lado Unidades: Uy/U; es ciclico de orden g — 1 (coprimo a p); U, /U,+1 son p-grupos

elementales.

Este paralelismo no es coincidencia; es la sombra del Mapa de Reciprocidad que identificara
ambas torres.

Para entender la estructura profunda de las unidades principales Uj, utilizamos herramien-
tas analiticas para ”linealizar.®! grupo multiplicativo transformandolo en el grupo aditivo del
anillo de enteros.
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Definicién 6.6 Definimos las series de potencias para el logaritmo y la exponencial:

o]

x4 = £, gt~ £

Analizando el radio de convergencia mediante la férmula de Legendre para v,(n!), obtenemos
el siguiente resultado de isometria local.

Lema 6.8 — Isomorfismo Log-Exp. Para n suficientemente grande (especificamente n > ﬁ),
las series definen homeomorfismos isométricos e inversos entre si:

log: U, — p", exp:p" — U,.

Esto implica que, topolégicamente, un entorno pequefio de la unidad en K* es isomorfo a
un entorno del cero en K.

Demostracién. Sea K un campo local con indice de ramificacién absoluto e = vk(p) (donde la
valuacién vk esta normalizada tal que vk (7r) = 1). La condicién n >3 —£5 asegura que estamos
dentro del disco de convergencia y en la regién de isometria.

1. Convergencia y Andlisis de Valuaciones. Utilizamos la férmula de Legendre para la
valuacién p-adica del factorial. Para todo entero k > 1:

k=Sy(k) _ &k

1 =
vp(k!) — Y

donde S, (k) es la suma de los digitos de k en base p. Extendiendo esto a la valuacién en K:

ke

vk (k!) =e-v,(k!) < 1

(41)

Analicemos la serie exponencial. Sea x € p", es decir, vg(x) > n. El término general es xk /Kt
Su valuacioén es:

K <f:> = kog(x) — vk (k!).

Para que la serie converja, necesitamos que este término tienda a infinito.

ke e
kv —ok(k!) >kn— —— =k .
) = o) > o = Kk (- £
Dado que n > p%, el término entre paréntesis es positivo, asegurando la convergencia.
2. Propiedad de Isometria. Para demostrar que exp y log son isometrias, probaremos que
el primer término de las series domina a los demds en términos de valuacién (propiedad de

la linea dominante).Consideremos exp(x) —1 = x + Y32, %.Queremos mostrar que vg(x) <
vk (x*/k!) para todo k > 2. Esto equivale a:

vk (x) < kog(x) —og(k!) <= ovg(k!) < (k—1)vg(x).

Usando la cota (41) y el hecho de que vg(x) > n:

ke
!
’()K(k.) < b 1
Por hipétesis n > p , asi que basta verificar si pke < (k — 1)n.Sabemos que n > Lﬁj +1.
Una desigualdad cla51ca del andlisis p-ddico establece que bajo la condicién vk (x) > ﬁ, se
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cumple la desigualdad estricta del término lineal.Por la propiedad ultramétrica fuerte (min
tnico implica igualdad):

vk(exp(x) — 1) = vg(x) = n.
Esto implica que si x € p”, entonces exp(x) € 1+ p" = U,, y la aplicacién conserva la distancia

k+1xk

(inducida por la valuacion).Un anlisis analogo se aplica a log(1 + x) = Y 3>, (—1)""" - para

x € p". Se verifica que vk (x) < vk(x*/k) para k > 2, por lo que:
vk(log(l+x)) = vk(x) = n.

Asi, siu € Uy, (es decir, u = 1+ x con x € p"), entonces log(u) € p".
3. Biyectividad e Inversa. Dentro del radio de convergencia, las identidades formales de
series de potencias son validas en el campo completo K:

exp(log(l1+x)) =1+x, log(exp(x)) = x.

Dado que hemos demostrado que exp mapea p" en U, y log mapea U, en p" conservando las
valuaciones (y por tanto son continuas y abiertas), y que una es inversa de la otra, concluimos
que son homeomorfismos. La propiedad de isometria se sigue del paso 2 (vg(exp(x) — 1) =
vk (x)).Por lo tanto, los grupos topolégicos (p", +) y (Uy, -) son isomorfos. [

Finalmente, ensamblamos las piezas. Dado que U; es un Z,-md6dulo (donde la potenciacion
por enteros p-adicos estd bien definida por continuidad) y, gracias al logaritmo, es finitamente
generado, podemos enunciar la descomposicién completa.

Proposicién 6.9 — Estructura de U;. El grupo de unidades principales U; es un Z,-mé6dulo
finitamente generado de rango d = [K : Q,].

Demostracién. La demostracion se basa en la linealizacion del grupo multiplicativo mediante el
logaritmo p-adico y la teoria de médulos sobre dominios de ideales principales.

1. Estructura de Z,-médulo.El grupo U; = 1+ p es un pro-p grupo abeliano topolégico
(limite inverso de p-grupos finitos). Dado que Z es denso en Z,, la operacién de potenciacion
u” parau € Uy y a € Z se extiende por continuidad a una accién tinica de Z,:

Z, x Uy — Uy, (a,u)— u”.

Esto dota a U; de una estructura de Z,-médulo topolégico.

2. Anilisis del subgrupo U, para n grande.Por el Lema del Isomorfismo Log-Exp (6.8),
elegimos un entero n suficientemente grande (n > ﬁ) tal que el logaritmo induce un isomor-
fismo topolégico y algebraico:

log: U, — (p", +).

Analicemos la estructura del médulo aditivo p™:
= El anillo de enteros Ok es un Z,-médulo libre de rango d = [K : Q). Esto se deduce
de que O admite una base entera sobre Z, (Teorema de la Base Integral para campos
locales).
= Elideal p” tiene indice finito en Ok (pues el campo residual es finito).
s Un submoédulo de indice finito de un Z.,-mo6dulo libre de rango d es, a su vez, libre de
rango d.
En consecuencia, existe un isomorfismo de Z.,-médulos:

u, = p" =27,
3. Estructura Global de U;.Consideremos la sucesion exacta de Z,-mdédulos:

1— U, — u — u;/u, — 1.
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El cociente Q = U; /U, es un grupo finito. En efecto, la filtraciéon es exhaustiva y cada co-
ciente sucesivo U;/U;.1 es finito (isomorfo a k™), por lo que U; /U, tiene orden una potencia
de p.Dado que Z, es un Dominio de Ideales Principales (DIP), el teorema de estructura para
modulos finitamente generados establece que U es isomorfo a la suma directa de una parte
libre y una parte de torsién:

Uy =FaT.

= La Torsién T: Corresponde al subgrupo de elementos de orden finito en Uy, es decir, las
raices de la unidad de orden una potencia de p contenidas en K. Denotamos este grupo
ciclico finito (o trivial) como iy~ (K).

= La Parte Libre F: El rango de F debe coincidir con el rango de cualquier submédulo de
indice finito. Como U,, & Zf, tiene indice finito en Uj, el rango libre de U; es necesaria-
mente d.

El grupo U, es un Z,-moédulo finitamente generado de rango d. Explicitamente:

Uy = ppe (K) x Z28.

Teorema 6.10 — Estructura Multiplicativa de Campos Locales. Sea K un campo local de ca-
racteristica 0 con [K : Q,] = d. El grupo multiplicativo K* tiene la siguiente estructura de
producto directo:
~ d
K* 2 Z X pg1 X ppe X Z,.

Los componentes se interpretan asi:
» Z: Generado por el uniformizador 7t (valuacién).
» py-1: Las raices de la unidad de Teichmiiller (isomorfas a k™).
» 1y El subgrupo finito de raices de la unidad de p-potencia contenidas en K.
. Z’Z,: Un Z,-médulo libre de rango d, correspondiente a la parte pura de las unidades
principales.

Demostracion. La demostracion se construye descomponiendo el grupo multiplicativo en sus
partes componentes mediante sucesiones exactas cortas que se escinden.

1. Separacién del Uniformizador (Z).Consideremos la sucesién exacta corta inducida por
la valuacién normalizada vg : K* — Z:

1— U — KX 70,

donde Ug = Of es el grupo de unidades.Dado que Z es un grupo abeliano libre (y por tanto un
objeto proyectivo en la categoria de grupos abelianos), esta sucesién se escinde. La eleccién de
un uniformizador 7 (tal que vg(7r) = 1) define una seccién s : Z — K* dada por n +— 7" .Por
lo tanto, tenemos el isomorfismo:

K* =~ <7T> x Ug = Z x Ukg. (42)

2. Separacion de las Raices de Teichmiiller (y;,1).Analicemos ahora la estructura de Uk.
Consideremos el homomorfismo de reducciéon al campo residual k, el cual tiene cardinalidad
q = pf

1— Uy — Ug 25 k5 — 1.
El grupo k* es ciclico de orden g — 1. El polinomio X7~! — 1 es separable en k[X] (pues su
derivada es (g —1)X772 # 0 ya que p { ¢ — 1).Dado que K es completo, el Lema de Hensel
garantiza que cada raiz de X7~! — 1 en k se levanta de manera tinica a una raiz en K. El conjunto
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de estos levantamientos forma el grupo de raices de Teichmiiller, denotado por ;1.Al ser el
orden de k™ coprimo con el orden del pro-p grupo Uy, la sucesion se escinde canénicamente:

UK = Hg—1 X Ul. (43)

3. Estructura del Médulo de Unidades Principales (U;).Nos resta analizar U;. Como se
demostré en la proposicion anterior, U; tiene una estructura natural de Z,-mdédulo finitamente
generado.Por el teorema de estructura de médulos sobre un Dominio de Ideales Principales
(Zy), Uy se descompone en una parte de torsién y una parte libre:

U1 =2ToF.

= Torsién (T): El subgrupo de torsion consiste en los elementos de orden finito en U;. Como
U es un pro-p grupo, toda torsién debe ser de orden p-potencia. Sea iy« el grupo de raices
de la unidad de orden potencia de p contenidas en K. Entonces T = .
= Parte Libre (F): Mediante el isomorfismo logaritmico (Lema 6.8) vélido para subgrupos
profundos, identificamos un subgrupo de indice finito de U; con una red en el espacio
vectorial K de dimensién d = [K : Q,]. Por lo tanto, el rango de la parte libre es exacta-
mente d. Asi, F = Z’f,.
En consecuencia:
Uy = ppe X Z3. (44)

Combinando los isomorfismos (42), (43) y (44), obtenemos la descomposicion final:

K* 2 Z X pg1 X ppe XZZ.
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