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Notacién

1. Variedades Grassmanianas.

Consideremos k un campo, y V un espacio vectorial sobre k, denotemos T"(V) =V ®---®
V al espacio vectorial conocido como el producto tensorial de V n veces. Este espacio esta
caracterizado por codificar la informacién de las funciones multilineales, de hecho existe un
isomorfismo natural

Mult(V,--- ,V; W) = Homy (T"(V), W), YW € k-Vec.

Ademads, este espacio tiene una accién de S, caracterizado unicamente por la propiedad si-
guiente:
YVoeS, V1@ ---®v,€T"(V), 0-(01®---®0vy,) = V(1) @+ ® Ug(n)

de esta manera la accion natural, induce un homomorfismo de grupos S, — Autx(T"(V)) y
este induce un dnico morfismo de k-algebras k[S,] — Endx(T"(V)), dotando al espacio T"(V)
de una estructura de k[S, ]-médulo.

Definimos el operador

P : T(V) — THV), Pyp(w) = % Z sgn(o)o - w

0€S,



y con el el espacio exterior

/\ V = T"(V)/ker Pois

Proposicion 1.1 Las siguientes afirmaciones son vilidas.
1. El operador P,y es k[Sy|-lineal.
2. El operador P,y es idempotente.
3. El espacio \" V satisface la propiedad universal siguiente, para toda funcién multilineal k-
alternante b: V X --- X V. — W existe una tinica funcién k-lineal b’: \"V — W tal que el
siguiente diagrama conmuta

VX xV —L2% A"V

\ :b/

b +
144
Se sabe que si B C V es una base, entonces
B, ={01®---®uv,||v1, v, € B}
es una base de T"(V). En especial si B = {vy }1<k<x €s una base ordenada
B, :={vi, A\--- AV |1<iy <--- <i, <n}

obteniendo que si n = dimy V entonces (}) = dimy AV

Proposicion 1.2 Sea S = {wy,--- , w;} un subconjunto de V, entonces S es linealmente dependiente
siysélosiwy A--- Aw; = 0.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo k de dimensién 1, y sea | un entero talque 1 <1 < n.

Denotemos por Sub’(V) al conjunto de todos los subespacios vectoriales de V de dimensién .
Dado un subespacio W € Subl(V), podemos elegir una base {wy,...,w;} de W. Por la

Proposicién 1.2, al ser estos vectores linealmente independientes, su producto exterior en el

algebra alterna es no nulo:
1

wlA---Awlthe/\v.

Si consideramos otra base {wi, . ,w; } para el mismo subespacio W, existe una matriz de
transicion A = (a;;) € GL(I, k) tal que w; = 2521 ajjw;. Por la multilinealidad y la propiedad
alternante, se sigue que:

wy A - Aw; = det(A)(wy A - Awy)

Dado que det(A) # 0, el vector resultante en AV depende de la eleccién de la base, pero
Unicamente salvo multiplicacion por un escalar no nulo en k. Esto motiva la transicién a espacios
proyectivos para eliminar la dependencia de la base.

I Definicién 1.1 — Espacio Proyectivo. Sea E un espacio vectorial sobre k. Se define la proyec-



tivizacién de E, denotada por P(E), como el espacio cociente

P(E) := (E\ {0})/~

donde la relacién de equivalencia esta dada por x ~ y siy solo si existe A € k \ {0} tal que
x = Ay. La clase de equivalencia de x se denota por [x].

Consideremos la proyectivizacién de la potencia exterior, P(A\' V). Por las observaciones ante-
riores, la siguiente funcién, denominada el encaje de Pliicker, esta bien definida:
!

AV

donde {w;, ..., w;} es cualquier base de W.

(p:Subl(V)—>I]3’ , W [wi A Awj]

I Proposicion 1.3 La funcién ¢ es inyectiva.

Demostracion. Sea W € Sub'(V) y consideremos @ = wi A --- A w; un representante de la
clase @(W). Un vector arbitrario v € V pertenece al subespacio W si y solo si el conjunto de
vectores {v, wy, ..., w;} es linealmente dependiente. Por la Proposicién 1.2, esto es equivalente
a la condicién:

vAw=0

Por lo tanto, el subespacio W puede recuperarse de manera tnica a partir de la clase [w]
mediante el conjunto {v € V | v A w = 0}, lo que demuestra la inyectividad. [ ]

Para establecer las condiciones de sobreyectividad, es necesario restringir el codominio de la
funcién.

Definicién 1.2 Un elemento [1] € P( A V) se denomina descomponible (o puro) si existe un
conjunto de vectores v1,...,v; € V talque n = v1 A --- Av;. Denotemos por D C [P’(/\l V)al
subconjunto conformado por todas las clases de elementos descomponibles.

Por la definicion misma de la funcién ¢, la imagen de cualquier subespacio es una clase
descomponible. Se sigue inmediatamente que la co-restricciéon de ¢ a este subconjunto:

Q: Subl(V) - 9D

es una funcién biyectiva, estableciendo una correspondencia uno a uno entre los subespacios
de dimensioén [ y los tensores descomponibles en el espacio proyectivo exterior.

Sea {e1,...,e,} una base ordenada de V. Una base para el espacio exterior /\l V estd dada
por los elementos ej := e;; A--- Ae;, donde I = (iy, ..., 1) recorre todos los multiindices tales
quel <ij <...<i; <n.Todo elemento w € AV se expresa de forma tinica como:

w = ZPIEI
I

Los escalares P; € k se denominan las coordenadas de Pliicker de w. Si w = w1 A -+ A Wy
es un tensor descomponible que representa un subespacio W € Sub'(V), los coeficientes P;
corresponden exactamente a los menores maximales (! X /) de la matriz de tamafio [ X n cuyas
filas son los vectores {w1, ..., w;} expresados en la base de V.



Para que la clase proyectiva [w] € P(A V) pertenezca a la imagen del encaje de Pliicker @,
el tensor @ no puede ser arbitrario; debe ser descomponible.
Consideremos el mapeo lineal inducido por el producto exterior con w:

I+1
qbw:V—>/\V, VS UVA®

Por la demostracién de la Proposicién 1.3, si @ = wy A --- A w; # 0, entonces ker(¢,) =
span{wy, ..., w;}. Por lo tanto, un tensor w € /\l V' es descomponible si y solo si la dimensién
delntcleo de ¢, es exactamente [. Esta restricciéon de rango sobre ¢, se traduce algebraicamente
en un sistema de relaciones bilineales entre las coordenadas P;.

Proposicion 1.4 Un tensor no nulo w = },; Pre; € /\l V es descomponible si y solo si sus coor-
denadas de Pliicker satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones cuadriticas: para cualquier par de
secuencias de indices I = (i1, ...,1j-1) de longitud | =1y | = (j1, ..., ji+1) de longitud | + 1, se

cumple que:
I+1

k _
Z(_l) Pil,...,il—lrjkpjl,...,fk,,..,j1+1 =0

k=1

donde la notacion ji indica que el indice ji es omitido en la secuencia.

Si una secuencia de subindices no estd en orden estrictamente creciente, su coordenada Pk se
define como sgn(c)Pk-, donde K’ es la reordenacion creciente mediante la permutacién o. Si la
secuencia tiene indices repetidos, Px = 0.

El conjunto Sub!(V), al estar en correspondencia biyectiva con los tensores descomponibles
enP(A' V)viael encaje de Pliicker, hereda una estructura de subvariedad proyectiva. Se define la
Variedad Grassmanniana, denotada por Gr(I, V) o Gr(I, ), como el lugar geométrico cerrado
en P( /\l V) determinado por la anulacién simultdnea de todos los polinomios homogéneos
generados por las relaciones de Pliicker. De este modo, Gr(/, V) es una variedad algebraica
proyectiva sobre k.

La variedad G(1,3). Sea V un espacio vectorial de dimensién n = 4 con base ordenada
{e1, e2, €3, e4}. Consideremos la Grassmanniana de subespacios de dimensién | = 2, denotada

por Gr(2,4).El espacio exterior A?V tiene dimensién (‘21) = 6. Su base canodnica esta dada por:

{e12, €13, €14, €23, €24, €34}
donde ¢;; := e; A ej. Un elemento general w € /\2 V se escribe como:
@ = Prpe1p + Pizers + Pigeqs + Pzeas + Pogens + Pagezy

Para hallar las ecuaciones que definen el lugar geométrico de los tensores descomponibles en
P(A*V) = P5, aplicamos el sistema de ecuaciones de la Proposicién 1.4.

Fijamos las longitudes de los multiindices:

1. I debe tener longitud [ -1=2-1=1.

2. ] debe tener longitud [ +1=2+1=3.
Elijamos I = (1) y ] = (2,3,4). La relacién de Pliicker nos dicta la siguiente suma alternada:

3
kp. . A =
Z(_l) Pl]r]kpj1,...,jk,...,j3 =0
k=1

4



Evaluando los términos para k = 1,2, 3:

» Para k =1, j; = 2: el indice omitido en | deja (3, 4). El término es (=1)'P1oP34 = —P1»P34.

» Para k =2, jo = 3: el indice omitido en | deja (2, 4). El término es (=1)?P13P24 = P13P24.

» Para k = 3, j3 = 4: el indice omitido en | deja (2, 3). El término es (=1)3P14P23 = —P14P23.
Sumando estos términos obtenemos la tinica ecuacién algebraicamente independiente para este
caso:

—P12P34 + P13P2g — P14P23 =0

Multiplicando por —1 para obtener la convencién estdndar de signos:
P12P34 — P13P24 + P14P23 = 0

El encaje de Pliicker Gr(2,4) < P° realiza a la Grassmanniana (o G(1, 3) proyectiva) como
una hipersuperficie cuadrica en P°. Su ideal homogéneo estd generado por un tnico polinomio
de grado 2:

[(Gr(2,4)) = (P12P3s — P13P24 + P14P3)

2. Configuraciéon de 27 lineas

Definicién 2.1 — Superficie ctibica. Una superficie ctibica X C P3 es el conjunto de ceros de
un polinomio homogéneo irreducible F(Xy, X1, X, X3) de grado 3. X es suave si su criterio
jacobiano (espacio tangente) tiene dimensién 2 en todo punto cerrado.

Sea K[Xj, X1, X2, X3] el anillo de polinomios en cuatro variables sobre el campo K. Denotemos
por S, al K-espacio vectorial formado por el polinomio nulo y todos los polinomios homogéneos
de grado exacto d. Una base canénica para S, estd dada por el conjunto de monomios:

3
By = {Xgoxflxgzxg3 lai eNU{0}, Y a; = d}
i=0

I Lema 2.1 La dimension del espacio vectorial Ss es 20.

Demostracion. El tamafio de la base 83 equivale al nimero de soluciones enteras no negativas de
la ecuacién ag+ai+as+az = 3. Por combinatoria basica (composiciones débiles o combinaciones
con repeticién), este niimero esta dado por el coeficiente binomial:

i d+n 3+3 6!
dlmK(Sg,):( n )=( 3 ):ﬁ=20

Por la Definicién 2.1, una superficie ctibica X estd determinada por el lugar de ceros de un
polinomio F € S3 \ {0}, lo cual denotamos como X = V(F).
Dado un escalar A € K\ {0}, los polinomios F y AF definen exactamente el mismo lugar
geométrico en P}, es decir:
V(F) = V(AF)

En consecuencia, la asignacién de polinomios a superficies no es inyectiva. La superficie ctibica
depende tinicamente de la clase de proporcionalidad del polinomio F, no de sus coeficientes



individuales. Esta clase de equivalencia es un punto en la proyectivizacién del espacio vectorial
532
P(S3) = (S3\ {0})/~ =Py

donde la relacién de equivalencia es la proporcionalidad escalar. Cada punto en P}’ corres-
ponde a una tnica superficie ctibica en IP?(.

El subconjunto de I]j’}<9 que parametriza superficies ctbicas suaves es un conjunto abierto
y denso en la topologia de Zariski. Su complemento es una hipersuperficie en IP}? llamada el
lugar discriminante, el cual parametriza las ctibicas singulares donde el criterio jacobiano falla.

Puntos suaves en IP}<9. Para que un punto en P!? corresponda a una superficie ctibica suave,
sus coordenadas (que son los coeficientes del polinomio) deben evaluar a un valor no nulo en
un polinomio especifico de grado 32, llamado el discriminante.

Sea F € K[Xp, X1, X2, X3] un polinomio homogéneo de grado 3, y sea X = V(F) C [P’i la
superficie ctibica asociada.

Un punto P = [xp : x1 : xp : x3] € [P’;’< es un punto singular de X si y solo si se anulan
simultdneamente F y todas sus derivadas parciales en P:

or

F(P)=0 y X,

(P)=0 Vie{0,1,2,3}
Para determinar la singularidad, la condicién F(P) = 0 es redundante. Por la identidad de
Euler para funciones homogéneas de grado d, tenemos que:

Dado que d = 3, si g—i(P) = 0 para todo 7, entonces trivialmente 3F(P) = 0. Asumiendo que

la caracteristica del campo K no es 3, esto implica F(P) = 0. Por lo tanto, X es una superficie
singular si y solo si el sistema de ecuaciones polinomiales:

JdF JdF JdF JdF

_— = —_— O’ —_— = 0’ —_—
5 ) ¢ 7% ox; 0

. .. . . =4
posee al menos una solucién no trivial (xg, x1, x2, x3) # (0,0, 0,0) en el cierre algebraico K .

Definicién 2.2 — El discriminante. Para cualquier sistema de n polinomios homogéneos fi, . . ., fu
en n variables, existe un tinico polinomio irreducible en los coeficientes de los f;, llamado la
resultante multivariada Res(fi, ..., f4), que se anula si y solo si los polinomios comparten
una raiz comun no trivial.

Se define el discriminante del polinomio homogéneo F, denotado por A(F), como la resultante
de su sistema de derivadas parciales:

s dF JF JF JF
0Xo' 0X1" 9Xy" 9X;5

A(F) := Re

Proposicion 2.2 El discriminante A de una superficie ctibica es un polinomio homogéneo de grado
exacto 32 en las 20 coordenadas del espacio de pardmetros P,



Es un resultado cldsico de geometria algebraica que si F es un polinomio homogéneo de
grado d en n variables, su discriminante A(F) es un polinomio homogéneo en los coeficientes
de F cuyo grado estd dado por la férmula:

deg(A) = n(d —1)""!

En el caso de superficies ctbicas en 3, tenemos n = 4 variables proyectivas (Xo, X1, X2, X3) y
el grado del polinomio es d = 3. Sustituyendo estos valores:

deg(A) =43 -1)*1=42)P° =4x8=32

Proposicion 2.3 Sea ¢ = [c1 : ¢p @ -+ : co0] € PY un punto que parametriza la superficie ciibica
X = V(X crX?!). La superficie X, es suave si y solo si:

Alcy, ..., c0) #0

La ecuacién A = 0 define una hipersuperficie de grado 32 en P'%, conocida como el lugar
discriminante. El conjunto de puntos en P! que corresponden a superficies ctibicas suaves es
el complemento de esta hipersuperficie: un conjunto abierto de Zariski, denso y afin en P°.
Aunque el polinomio discriminante A otorga el criterio exacto y formal buscado, escribirlo
explicitamente es inviable, ya que para un polinomio ctibico general en 4 variables, A posee
exactamente 34, 390, 305 monomios en sus 20 variables.

Asumamos que K es algebraicamente cerrado.

Lema 2.4 — Cubica de Fermat. Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta
de 3. La superficie ciibica Fy C [P’i definida por el polinomio

Fo(Xo, X1, X2, X3) = X5 + X7 + X3 + X3 =0

es una supetficie suave y contiene exactamente 27 rectas. En particular, la fibra del espacio de
configuracion sobre Fy tiene dimension cero.

Demostracion. Para verificar la suavidad, aplicamos el criterio jacobiano. Un punto P = [xg : x1 :
Xy :x3] € I]j’?< es un punto singular de Fy si y solo si se anulan simultdneamente Fy y todas sus
derivadas parciales en P. Calculando las derivadas parciales obtenemos:

g—fg =3X? parai€{0,1,2,3}
Igualando a cero, deducimos que 3X1'2 =0 = X, = 0 para toda i, lo cual produce el punto
trivial (0,0, 0, 0) que no pertenece al espacio proyectivo I]:"‘;’<. Por lo tanto, Fy es suave.
Para encontrar las rectas contenidas en Fy, consideremos w y 1, raices de x3=-1enK.Las
dos ecuaciones lineales:
Xo=wXj y Xy = 7]X3

definen de manera tinica una recta L C [P’i. Sustituyendo las coordenadas de un punto genérico
de L en la ecuacién de Fy:

Fo(wXy, X1,1X3,X3) = (0X1)> + X7+ (Xa)’ + X3 = (DX + X5 + (-DX; + X3 =0

lo que demuestra que L C Fy.



Dado que el polinomio x> + 1 = 0 tiene 3 raices distintas en un campo algebraicamente
cerrado de caracteristica diferente de 3, existen 3 opciones para w y 3 opciones para 1, generando
3 x 3 = 9 rectas bajo este agrupamiento de variables. Existen 3 formas distintas de particionar
las cuatro variables en dos pares disjuntos:

(Xo, X1) con (X3, X3);  (Xo, X2) con (X1, X3); (Xo, X3) con (X1, X2)

Esto proporciona exactamente 3 X 9 = 27 rectas. Al ser una cantidad finita, el conjunto de rectas
en Fy conforma un espacio discreto, cuya dimensién es por definicién 0. [

Teorema 2.5 — Existencia de Rectas. Toda supetficie ciibica X C P“;’( (con K = K) contiene al
menos una recta.

Demostracién. Sea G(1,3) la Grassmanniana de rectas proyectivas en P2. Dado que una recta en
P3 corresponde a un subespacio vectorial de dimensién 2 en un espacio vectorial de dimensién
4, esta variedad corresponde exactamente a Gr(2, 4). Su dimensién proyectiva es dim G(1, 3) =
2x(4-2)=4.

Sea P! el espacio de pardmetros de polinomios homogéneos ctibicos. Definimos la variedad
de incidencia X como el lugar geométrico algebraico cerrado:

Y ={(L,X)eG1,3)xPY|LcX}

Consideremos la primera proyecciéon natural 771 : £ — G(1, 3). Analizaremos la fibra geométrica
de esta proyeccién sobre una recta fija L € G(1, 3).

Mediante la transitividad de la accién proyectiva, podemos efectuar un cambio de base y
asumir sin pérdida de generalidad que la recta L estd definida por las ecuaciones X, = 0y X3 = 0.
Un polinomio ctbico genérico F puede reescribirse agrupando los términos dependientes de
X2 y X3:

F(Xo, X1, X2, X3) = coXg + c1 X3 X1 + c2Xo X7 + 03X} + X2Go + X3Ha

La condicién de incidencia L € X es equivalente a que F(Xo, X1,0,0) = 0 para todo punto
[Xo : X1] € PL. Esto fuerza la anulacién simultdnea de los coeficientes de las potencias de Xp y
Xli

C0=0, C1=0, C2:0, C3:0

Estas son 4 ecuaciones lineales independientes impuestas sobre los 20 pardmetros de P'°. Por
tanto, el espacio de soluciones conforma un subespacio proyectivo y la dimensién de la fibra
por la proposicién A.1 es:

dimn;}(L)=19-4=15

Como esto aplica para cualquier recta L, el morfismo 71 es sobreyectivo y la dimensién de la
variedad de incidencia es globalmente:

dim X = dimG(1,3) + dimn; (L) =4+ 15 =19

Consideremos ahora la segunda proyeccién 1, : £ — P!, Dado que L es una variedad
proyectiva, el morfismo es cerrado, lo que implica que su imagen Y = 7»(X) es un conjunto
algebraico cerrado de P%.

Por el Lema 2.4, existe una superficie (la Cabica de Fermat Fp) contenida en Y que alberga



un ntmero finito de rectas. Asfi, la dimensién de su fibra bajo 7> es cero:
dim nz_l(Fo) =0

Invocamos la Proposicién A.1. Para cualquier punto cerrado y € f(X) enlaimagen, todas las
componentes irreducibles de la fibra f~!(y) tienen dimensién mayor o igual a dim X — dim Y.
Aplicando esto a 1 : ¥ — Y sobre el punto Fy € Y, obtenemos:

dim ;' (Fp) > dim L - dimY = 0>19-dimY = dimY > 19

Dado que Y es un subconjunto cerrado del espacio P', la tnica posibilidad para que
dimY > 19 es que Y = PY. Por consiguiente, la proyeccién 7, es sobreyectiva. Esto demuestra
que para todo punto X € P, la fibra 71, (X) es no vacia, lo cual concluye geométricamente que
toda superficie ctibica contiene al menos una recta. [ ]

Teorema 2.6 — Configuracion de 27 lineas. Toda superficie ctibica suave sobre un campo algebrai-
camente cerrado contiene exactamente 27 rectas.

Demostracion. Sea X = V(F) una superficie ctubica suave en P?(' Por el Teorema 2.5, sabemos
que X contiene al menos una recta, denotémosla L.

Mediante una transformacién proyectiva lineal, podemos fijar coordenadas de manera que
L esté dada por las ecuaciones X, = 0y X3 = 0. Como L C X, el polinomio F debe anularse
idénticamente al evaluar X, = X3 = 0. Por lo tanto, no existen términos en F que dependan
exclusivamente de Xy y X1, permitiéndonos agrupar la ecuacién como:

F(Xo, X1, X2, X3) = X3Lo + XoX1L1 + X7Lo + XoQo + X1Q1 + C3 =0

donde L; son formas lineales en (X3, X3), Q; son formas cuadraticas en (X, X3) y C3 es una
forma ctibica en (X, X3).

Consideremos el haz de planos en P“;’( que contienen a la recta L. Cada plano IT en este haz
estd definido por una ecuaciéon vX; — uX3 = 0, y queda univocamente parametrizado por un
punto [u : v] € [P’}<. Sobre el plano I,.,}, podemos introducir un pardmetro ¢ tal que Xo = ut 'y
X3 = vt. Sustituyendo estas relaciones en F, hallamos la curva de interseccién X N ITj,.,):

F(Xo, X1, ut,vt) =t- [X&Lo(u, v) + XoX1L1(u,v) + Xlsz(u, v) + XotQo(u,v) + X1tQ1(u, v) + t2C3(u, v)] =0

El factor t = 0 es larecta L. El segundo factor, que igualado a cero es una ecuacién cuadrética en
las variables (X, X1, t), define una cénica residual Cy,.,] contenida en el plano ITj,.,. La matriz
simétrica 3 X 3 asociada a esta conica es:

Lo(u, U) %Ll(urv) %QO(”/U)
M(M,U) = %Ll(ulv) LZ(”I U) %Ql(ulv)
%QO(“/U) %Ql(“/v) C3(M,U)

En geometria proyectiva clasica, una cénica degenera en la unién de dos rectas si y solo si su
determinante se anula. Calculamos el grado del polinomio determinante A(u, v) = det M(u, v).
Dado que las entradas matriciales tienen grados 1, 2 y 3 en las variables u, v, las permutaciones
del determinante (1 +1+ 3 01+ 2 + 2) producen un polinomio homogéneo de grado exacto 5:

A(u,v) =0 (polinomio homogéneo de grado 5)



Al ser K algebraicamente cerrado, A(u, v) posee exactamente 5 raices contando multiplicidades.
La hipétesis de que X es una superficie suave garantiza que estas 5 raices son simples y distintas
(una raiz multiple implicaria que las rectas coinciden, generando una recta doble que induciria
un punto singular en X).

Por consiguiente, existen exactamente 5 planos distintos que contienen a L donde la cénica
residual se divide en un par de rectas distintas. Denotando a estos pares como (M;, M) para
i=1,...,5 demostramos que toda recta en una ctibica suave interseca exactamente a otras 10
rectas. Hasta este punto, hemos contabilizado 1 + 10 = 11 rectas explicitas en X.

Para establecer que el conteo global total es 27, recurrimos a un argumento de invariancia
estructural sobre el espacio de pardmetros. Sea U C P! el subconjunto abierto de Zariski
denso que parametriza a las superficies ctibicas suaves. Consideremos la variedad de incidencia
restringida Ly = 7, L(U). Como hemos visto, el nimero de rectas en cualquier ctibica suave
es finito (forman un conjunto discreto en G(1,3)), por lo que el morfismo regular proyectivo
1y - Xy — U tiene fibras estrictamente de dimensién cero.

Un morfismo proyectivo con fibras finitas sobre una base irreducible (y por ende conexa)
U tiene un grado topolégico constante. Esto significa que la cardinalidad de la fibra |r;'(X)| es
invariante para cualquier superficie X € U. Por el Lema 2.4, conocemos un punto explicito en
este abierto: la Ctibica de Fermat Fj € U, cuya fibra satisface exactamente:

I (Fo)l = 27

Dado que el grado del morfismo 7ty; se preserva globalmente en U, deducimos rigurosamente
que para toda superficie ctibica suave X € U, el cardinal de su fibra es invariablemente 27. m

3. Racionalidad y la Accién de Galois

Teorema 3.1 — Racionalidad de las Superficies Cubicas. Toda superficie ctibica suave X C [P"?(
sobre un campo algebraicamente cerrado K es racional (es decir, es birracionalmente equivalente al
plano proyectivo P%).

Demostracion. Paso 1: Eleccion de rectas ajenas. Por el Teorema 2.6, sabemos que la superficie X
contiene exactamente 27 rectas. Sabemos ademads que cualquier recta en X interseca exactamente
a otras 10. Por consiguiente, existen 27 — 1 — 10 = 16 rectas que no intersecan a una recta dada.
Elegimos dos rectas cualesquiera que sean ajenas (disjuntas) y las denotamos como L; y L;.
Al ser ajenas en P3, ambas generan todo el espacio proyectivo y no existe ningtin plano que
contenga a ambas simultdneamente.

Paso 2 y 3: Construcciéon del morfismo proyectivo. Construiremos un morfismo racional
®:X --» L1 xLy.SeaP € X\ (L1 ULy) un punto genérico de la superficie. Dado que P ¢ Ly, el
punto P y la recta L determinan un tinico plano proyectivo, denotado por Iy = (P, L1) = P%.

Dado que L1 y L, son disjuntas, la recta L, no puede estar contenida en I, ni puede ser
paralela a €l de forma que lo evada (por interseccién de dimensiones en P;’(: dimIT; +dim L, —
dimP3 = 2 + 1 — 3 = 0). Por tanto, la interseccién del plano IT; con la recta L, consiste en un
tinico punto cerrado:

p2 = IILNL,

Ahora, consideramos la recta {p en [P’i que une a los puntos P y p,. Como ambos puntos
pertenecen al plano I, la recta completa ¢p estd contenida en I'l;. Al ser IT; = [P’%(, cualesquiera
dos rectas en este plano deben intersecarse; asi, {p interseca a L1 en un tinico punto, digamos p;.
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De esta forma geométrica, {p es la 1inica recta en [P’?( que pasa por P y se apoya simultdneamente
en Ll y Lz.
Paso 4: El mapeo directo. Definimos el morfismo racional evaluando esta incidencia trans-
versal:
®:X --> L1 XLy, CD(P)=(p1,p2)

Este morfismo esté bien definido en un abierto denso de X.

Paso 5: Construccién de la inversa geométrica y birracionalidad. Para demostrar que ® es
una equivalencia birracional, construimos su inversa racional W : L1 X L, --» X. Tomemos un
punto genérico (p1, p2) € L1 X L. Estos dos puntos determinan una tinica recta en P3, denotada
por &y, p,-

Por el Teorema de Bézout, toda recta en el espacio proyectivo interseca a una superficie de
grado 3 en exactamente 3 puntos, contando multiplicidades (siempre y cuando la recta no esté
completamente contenida en la superficie). Para un par genérico (p1, p2), la recta ¢, ,, no es
ninguna de las 27 rectas contenidas en X. Dado que p1 € L1 C X y p2 € L, C X, dos de estos tres
puntos de interseccién de la recta £, ,, con la superficie X ya son conocidos: son p1 y p2. Por
lo tanto, la ecuacion ctbica restringida a la recta se factoriza como una cuadratica multiplicada
por un factor lineal residual. Existe exactamente un tercer punto de interseccién. Denotemos a
este tinico punto residual como P.

Definimos la inversa:

W:l1 XL - X, \P(pl,pZ) =P

ComoWo® =idx yPoW = idj, «r, en abiertos densos mutuos, concluimos que X es birracional
ali XL,

Paso 6: Conclusién. Dado que cada recta es isomorfa a la linea proyectiva (L; = P y
Ly = [P’}<), tenemos que L1 X L, = [P’}< X [P’}< (la superficie cuadrica suave, o mapeo de Segre). Cla-
sicamente se sabe que el producto [P’}< X [P’}< es birracionalmente equivalente al plano proyectivo
P% (por ejemplo, mediante la proyeccion estereografica desde un punto). Por transitividad de
las equivalencias birracionales, X es birracional a P%. [ ]

Observacion 3.2 En la geometria algebraica moderna, esta correspondencia birracional revela
la estructura intima de la superficie ctibica. El mapeo inverso que transfiere I]:D%( hacia X no
es simplemente un mapeo genérico, sino que exhibe a la superficie ctibica suave como el
resultado topolégico de aplicar el soplado (blow-up) al plano proyectivo [P’%< iterativamente
en exactamente 6 puntos en posicién general. Las 27 rectas provienen de: las 6 curvas
excepcionales del soplado, las 15 transformadas estrictas de las lineas que unen pares de los
6 puntos ((g) = 15), y las 6 transformadas estrictas de las cénicas que pasan por 5 de los 6

puntos.

En las secciones anteriores, asumimos que el campo base era algebraicamente cerrado para ga-
rantizar la existencia geométrica de las 27 rectas. Cuando relajamos esta condicién y trabajamos
sobre un campo K arbitrario (como K = Q), la superficie ctibica sigue estando bien definida,
pero las variedades de incidencia (sus rectas) pueden no tener coordenadas racionales sobre K.

Definicién 3.1 — Campo de definicién e ideal conjugado. Sea X C P;’( una superficie ctbica
definida por un polinomio homogéneo F € K[Xj, ..., X3]. Consideremos la base cambiada
a la cerradura algebraica X = X xx Spec(K).

Sea el grupo de Galois absoluto Gx = Gal(K/K). Este grupo acttia de manera natural
sobre el anillo de polinomios E[Xo, ..., X3] actuando sobre los coeficientes. Para una recta
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L C [P’% definida por el ideal Iy = (Hj, H2), y un elemento 0 € Gk, definimos el ideal
conjugado como I;s = (H}, HJ). Decimos que L estd definida sobre K si el ideal I} puede
ser generado por polinomios con coeficientes exclusivamente en K, lo cual equivale a que
L? = L para todo o € Gk.

Definicién 3.2 — Grupo de Weyl y la Red Es. Sea V un espacio euclidiano real dotado de
un producto interno simétrico definido positivo (-, -). Un sistema de raices ® C V es un
conjunto finito de vectores (llamados raices) que satisface ciertas propiedades de simetria
cristalogréafica. Para cada raiz a € @, la reflexion a través del hiperplano ortogonal a a esta
dada por:

(x, )

@a)”

El grupo de Weyl W(®) es el subgrupo de isometrias de V' generado por las reflexiones
{sa | @ € ®}. El grupo W(Es) corresponde al grupo de Weyl del sistema de raices particular
Es, y su orden es 51, 840.

Sa(x)=x-2

Proposicion 3.3 — Accién de Galois y el Isomorfismo de Weyl. El grupo G actiia sobre el conjunto
finito de las 27 rectas L(X). Ademds, esta accion respeta las relaciones de incidencia geométrica,
induciendo un homomorfismo de grupos:

p: Gk — Aut(Gay) = W(Es)

donde Gy es el grafo de interseccion de las 27 rectas.

Demostracion. Sea L € L(Y) una recta en la superficie, definida por el ideal I} = (H1, H»). Como
LcC Y, el polinomio de la superficie satisface F = AH; + BH> para ciertos polinomios A, B sobre
K. Aplicando un automorfismo o € Gg, obtenemos F° = A°HY + B?HY. Como X esta definida
sobre K, F? = F, lo que implica que F € (HY, Hy ) = I1o. Por lo tanto, la variedad conjugada L
estd contenida en X, es una recta (pues o preserva el grado), y la accién de permutar el conjunto
de 27 rectas esta bien definida.

Para ver el isomorfismo con W(Es), consideramos el grupo de Picard Pic(X) = Z7, dotado
de la forma de interseccién. La clase canénica K5 es invariante bajo cualquier automorfismo de
la superficie. Consideremos el subespacio ortogonal a la clase canénica:

K%z{CEPic(X)IC'KY:O}

La forma de interseccién restringida a K% es definida negativa. Al cambiar el signo de esta
forma, K% adquiere la estructura de una red definida positiva de rango 6. Es un resultado

estructural de las superficies de del Pezzo que los vectores v € K% con auto-intersecciéon v? = -2
forman un sistema de raices isomorfo a Eg.

Toda permutacién de las 27 rectas que preserve sus ntiimeros de interseccion se extiende
de manera tnica a una isometria del grupo de Picard que fija K5. Por tanto, el grupo de
automorfismos del grafo de incidencia Aut(G»y) se identifica canénicamente con el grupo de
reflexiones de esta red ortogonal, es decir, Aut(Go7) = W(Es). Como la accién de Gk preserva
la interseccién de variedades (si dos rectas se cortan, sus conjugadas también), la imagen del
homomorfismo p esta contenida en W (Eg). [ ]
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= Ejemplo 3.1 — Una clibica sin rectas racionales. Consideremos la superficie ctibica diagonal
sobre K = Q definida por el polinomio:

X: F(Xo,X1,X2, X3) =2X] +3X] +4X5 +5X5 =0

Para hallar un subconjunto explicito de sus rectas, proponemos buscar familias de subes-
pacios lineales en P% que anulen idénticamente a F. Consideremos la familia de rectas L,

parametrizadas por la interseccién de los hiperplanos:
H1:X0—AX1=O y Hz:Xz—[.lX3:O

Los puntos sobre la recta L, , tienen coordenadas de la forma [Ax1 : x1 : ux3 : x3], 1o que nos
permite usar a [x; : x3] como un sistema de coordenadas proyectivas canénicas homogéneas
paralL,, = [F%.

Para que se cumpla la contencién geométrica L, ,, C X, la evaluacién de F sobre cualquier
punto de la recta debe ser idénticamente cero. Sustituyendo en la ecuacién de la ctbica:

Fl,, = 2(Ax1)’ +3x7 + 4(ux3)® + 525 = (24 + 3)x] + (4° +5)x3 =0

Como los monomios xi’ y xé’ son algebraicamente independientes en el anillo de coordenadas
de [P%, esta condicion se cumple si y solo si sus coeficientes se anulan simultdneamente:

2A343=0 y 44°+5=0

Extrayendo las raices en Q, obtenemos:

A= —i/ga)i y u= —i/ga)]', parai,je€{0,1,2}

donde w =e es una raiz primitiva ctibica de la unidad. Esta construccién arroja 9 rectas
distintas contenidas en X. (Permutando los emparejamientos de las variables se obtienen las
otras 18).

Los coeficientes de estas rectas generan un campo de descomposicién (un campo de

nameros) L sobre Q:
3 ;/5
L= \ a7’ \/j/
@(\E 1 ‘”)

Dado que 3/2 y 5/4 no son cubos perfectos en Q, las raices reales \3/?% y \S/Sﬁ tienen grado 3
sobre Q. Por propiedades elementales de extensiones de campos, deducimos que [L : Q] > 1.

Bajo la accién del grupo de Galois Gg, existe un automorfismo o que permuta las raices
del polinomio minimo x* — 3/2 = 0, digamos G(M) = a)m. Este elemento transforma
la recta Ly, en Ly, ., por lo que la recta no es invariante. Al replicar el anélisis para todos
los emparejamientos posibles de variables, se demuestra que ninguna de las 27 rectas se
mantiene invariante ante la totalidad del grupo de Galois absoluto de Q. En consecuencia,
la superficie X carece de rectas definidas sobre Q. .

2mi/3

A. Algunos lemas técnicos.
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Proposicion A.1 Sean X e Y wvariedades algebraicas irreducibles sobre un campo algebraicamente
cerrado k. Sea f : X — Y un morfismo regular dominante. Sea r = dim X —dim Y la diferencia de
las dimensiones. Entonces, se cumplen las dos siguientes afirmaciones sobre las fibras del morfismo:
1. Existe un subconjunto abierto, denso y no vacio U C Y tal que, para todo punto cerrado y € U,

la fibra f~'(y) tiene dimension pura exactamente igual a r:

dim f'(y) =dim X - dimY VyelU

2. Para cualquier punto cerrado y € f(X) en la imagen, todas las componentes irreducibles de
la fibra f~'(y) tienen dimensién mayor o igual a r. Es decir, la dimension de las fibras "puede
saltar hacia arriba.e" puntos especiales, pero nunca hacia abajo:

dim f7'(y) > dim X —dimY Vy € f(X)
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