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Propiedades sobre Qp

Proposición 1.1
Todo número x ∈ Qp tiene una única expansión convergente

x =

∞∑
n=−k

anp
n

Donde an ∈ Z/pZ.

0 pZ Z Z/pZ 0

0 pZp Zp Z/pZ 0

=
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Polinomios sobre Qp

Proposición 1.2 (Lema de Hensel)
Sea f(x) ∈ Zp[x] y si existe una raíz simple α ∈ Z/pZ de f(x)
mód p, entonces existe una única raíz β ∈ Zp de f(x) tal que
β ∼= α mód p.

Sea f(x) = x2 + 1:
1 x2 + 1 ∼= 0 mód 5 tiene solución

x = 2,β = 2 + 1 ∗ 5 + 1 ∗ 52 + · · · ∈ Q5.
2 x2 + 1 ∼= 0 mód 3 no tiene solución,x2 + 1 ∈ Q3[x] es

irreducible.
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Grupo de Galois p-ádico

Cp

Qalg
p Q̂unr

p

Qunr
p

Qp
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Representaciones p-ádicas.

Sea K una extensión finita de Qp y denotamos
GK := Gal(Kalg/K).

Definición 1.1
Una representación p-ádica es Qp-espacio vectorial de dimensión
finita dotado de un homomorfismo continuo

ρ : GK → AutQp(V )
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Ejemplo
Sea E una curva elíptica sobre K.

1 A = E(Ksep), los puntos Ksep-racionales. A es un grupo
abeliano.

2 pn : A→ A, el morfismo multiplicación por pn.
3 A[pn] := ker pn.

0 A[pn+1] A A

0 A[pn] A A

·p

·pn+1

·p

·pn

El límite proyectivo TpE := lim←−n
A[pn] es un Zp-módulo,

V := Qp ⊗Zp TpE es una representación p-ádica de GK .
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Ejemplo 2

Si X es una variedad suave y propia sobre K, entonces la
cohomología étale H i

et(XKalg ,Qp) es una representación p-ádica
de GK .

Le foncteur mystérieux
Grothendieck en 1970 sugiere la existencia de un funtor
misterioso que relaciona las cohomologías étale y cristalinas de un
grupo p-divisible.
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La teoría p-ádica de Hodge

1 Fontaine, obtiene una construcción funtorial, para X/K entre:

1 Cohomologia de de Rham de X/K.
2 La información de Hi

et(XKalg ,Qp) como representación
p-ádica.

Análogo Complejo
Si X es una variedad propia y suave sobre un campo numérico L,
entonces

C⊗L H i
dR(X/L) ∼= C⊗Z H i(X,Z)
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Estrategia de Fontaine: B-admisibilidad

Sea ρ : GK → AutQp-Alg(B), C = BGK .
Para toda representación p-ádica, µ : GK → AutQp(V ),
entonces la acción en B ⊗Qp V ,

satisface para cada g ∈ GK :

g · (b′(b⊗ v)) = g · ((b′b)⊗ v) = (g · b′)((g · b)⊗ (g · v))

RepQp
(GK) RepB (GK) C-Vec

V B ⊗Qp V D(V ) := (B ⊗Qp V )GK

B⊗Qp (−) (−)GK
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Clasificación de Fontiane

Teorema 1.1 (Fontaine)
Son equivalentes:

1 B ⊗Qp V
∼= Bd.

2 B ⊗BGK D(V ) ∼= B ⊗Qp V

Definición 1.2 (Representaciones B-admisibles)
Una representación p-ádica es B-admisible si B ⊗Qp V

∼= Bd.
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Clasificación de Fontaine

1 El anillo B+
dR, es una GK-álgebra con B+

dR
GK = Cp.

Proposición 1.3
Si X/K es una variedad propia y suave, entonces,
V = H i

et(XKalg ,Qp) es B+
dR-admisible, es decir

B+
dR ⊗Cp H

i
dR(X/K) ∼= B+

dR ⊗Qp H
i
et(XKalg ,Qp)
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Clasificación de Fontaine
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Esquemas, un puente entre Algebra y geometría.
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La curva de Fargues Fontaine

Colmez
...después de una cena en el pequeño restaurante: evidentemente,
la conversación había versado sobre la categoría de B-pares, en
particular sobre el hecho de que se parecía mucho a una categoría
de fibrados sobre una curva proyectiva debido a la existencia de
filtraciones de Harder-Narasimhan. Si uno empieza a pensar en
estos términos, hay una curva afín ‘natural’que viene a la
mente, a saber, Spec(Be) dado que un B-par involucra un módulo
libre sobre Be y que Be es de dimensión 1 ya que es un anillo
principal, pero ¿una curva proyectiva? Misterio
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La idea

Sea X una curva proyectiva lisa sobre k y geométricamente
conexo. Fija un punto x ∈ X.

1 Sea A = OX,x.
2 B = OX(U) donde U = X − {x}.
3 K = k(X), el campo de las funciones racionales sobre X.

Deseamos:

k ↔ Qp, A↔ B+
dR, B ↔ B+

cris[1/t]
ϕ=1, K ↔ BdR
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La curva de Fargues Fontaine
Sea X = Proj(⊕n∈N)(B+

cris)
ϕ=pn , entonces

1 Qp
∼= H0(X,OX).

2 Para cada función racional f de X tenemos una fórmula de
grado: ∑

x∈X
degx(f) = 0.

3 El primer grupo de Cohomologia H1(X,OX) = 0.
4 Cada haz vectorial de X tiene una filtración de

Harder-Narasimhan.
5 Las fibras de π : X → Spec(Qp) son simplemente conexos y

además existe una equivalencia entre:

{Representaciones de Gal(Qp)} ∼= {Sistemas Locales de Qp}
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...

Gracias!
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