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Verdad vs Algoritmos.

iA quién va dirigido?

Sea f : o — 8 una funcién suprayectiva y Y C 3. Entonces la imagen de la preimagen de Y es
el propio Y. Formalmente: f[f~1[Y]] =Y.
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Verdad vs Algoritmos.

iA quién va dirigido?

Proposicion 1

Sea f : a« — B una funcion suprayectiva y Y C [3. Entonces la imagen de la preimagen de Y es
el propio Y. Formalmente: f[f~1[Y]] =Y.

Sea x € f(f~1(B)), entonces Jy € f~1(B) tal que
x=f(y) (1)

Pero por definicién de imagen inversa, se tiene x = f(y) € B, obteniendo x € B.
Conversamente, sea x = B, como f es sobreyectiva, entonces Jy € A tal que f(y) = x, pero
esto implica que y € f~1(B), por definicién de imagen inversa, implica que

x = f(y) € f(f~}(B)). Demostrando que

x€B & xef(f1(B))

concluyendo por definicién de igualdad 4/25



Verdad vs Algoritmos.

Légica Matematica.

¢ Cémo se razona y deduce correctamente?,

Légica Sintéctica. < Légica — Légica Semdntica.
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Verdad vs Algoritmos.

Sintaxis: Loégica Proposicional.

1. Alfabeto: VU {-,—,(,)}
2. Expresiones bien formadas: Satisfacen las siguientes reglas:

2.1 p € V entonces es bien formada.

2.2 ¢, son bien formada entonces (—¢) y (¢ — 1) son bien formadas.

2.3 Una expresion bien formada es una combiancién finita de las dos anteriores.
3. Axiomas:

3.1
o= (v —=9)
3.2
(p—=@—=x) = (e =>v) = (¢ —x)
3.3

(=9 = =¢) = (¢ = ¥)
4. Reglas de Inferencia:
4.1
o, e
(4
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Verdad vs Algoritmos.

Sintaxis: Loégica Proposicional

Define
eV Y= ((-p) = ).

B Principio del tercero excluido: F PV —P.
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Verdad vs Algoritmos.

Sintaxis: Loégica Proposicional

Define
e V= ((mp) = ).

B Principio del tercero excluido: = PV —P.

De (31): o = ((p = 9) = )

De 32): (¢ = ((p = #) = ©)) = (¢ = (¢ = ©)) = (¢ = ¥))
Inferencia : (o — (¢ = ©)) = (p — )

De (3.1) : ¢ = (¢ — ¢)

Inferencia : ¢ — ¢, sustituyendo ¢ = =P, =P — —P.

A
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Verdad vs Algoritmos.

Semantica: Légica Porposicional.

1. La verdad se mide como una funcién A" — {0,1}.
Verificacién de la tautologia:
=PV -P

—P| PV =P

MmM<|

F \)
Vv \)
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Verdad vs Algoritmos.

Sintaxis vs Semantica: Légica de Primer Orden.

p=3x(x-x+1=0)
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Verdad vs Algoritmos.

Sintaxis vs Semantica: Légica de Primer Orden.

p=3Ix(x-x+1=0)
Usando verdad de Tarski:

1. Modelo 1: Se tiene
RF e

2. Modelo 2: Se tiene
CEoy
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Verdad vs Algoritmos.

Demostracion y Computabilidad.

1. Problema 10 de Hilbert: Sea P un polinomio con coeficientes enteros:

V=3x...3x[P(x1, ..., %) = 0]
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Verdad vs Algoritmos.

Demostracion y Computabilidad.

1. Problema 10 de Hilbert: Sea P un polinomio con coeficientes enteros:

V= 3x ... 3, [P(x1, ..., xq) = 0]

B |dear un proceso de acuerdo con el cual pueda determinarse, en un nimero finito de
operaciones, si la ecuacidn es resoluble en niimeros racionales enteros.
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Verdad vs Algoritmos.

Demostracion y Computabilidad.

1. Problema 10 de Hilbert: Sea P un polinomio con coeficientes enteros:

V= 3x ... 3, [P(x1, ..., xq) = 0]

B |dear un proceso de acuerdo con el cual pueda determinarse, en un nimero finito de
operaciones, si la ecuacidn es resoluble en niimeros racionales enteros.

B Objetivo:
NE WV
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Sintaxis del Algoritmo: Calculo Lambda.

1. Alfabeto: V, \, punto, (, ).
2. Expresiones bien formada:

2.1 Variable (Referencia): Si x € V, entonces x € A.
2.2 Abstraccién (Definicién de Funcién):Si x € V 'y M € A, entonces (Ax.M) € A.
2.3 Aplicacién (Llamada a Funcién):Si M, N € A, entonces (M N) € A.

3. Axiomas

3.1 a-conversion:
Ax.M =, Ay.M[x :=y]

3.2 B-reduccion:
((Ax.M) N) =5 M[x := N]
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Calculo Lambda.

B Inferencia:

1. Reflexividad: M — M.
2. Transitividad: Si M — Ny N — P, entonces M — P.
3. Congruencia (Contexto):

3.1 Si M — M’, entonces (M N) — (M’ N).

3.2 Si N — N’, entonces (M N) — (M N').

3.3 Si M — M’, entonces (Ax.M) — (Ax.M’).
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Semantica: Igualdad Definicional

Definicion 2 (lgualdad Definicional)

Sean t y s dos términos. Decimos que son definicionalmente iguales, denotado t = s, si
ambos reducen a la misma forma normal (salvo renombramiento de variables ligadas).
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Semantica: Igualdad Definicional

Definicion 2 (lgualdad Definicional)

Sean t y s dos términos. Decimos que son definicionalmente iguales, denotado t = s, si
ambos reducen a la misma forma normal (salvo renombramiento de variables ligadas).

24+2=4
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Sobre Teoria de Tipos.

Definicion 3 (El Tipo Funcidn)

Dados dos tipos A y B:
B Formacion: A — B es un tipo.

B Introduccién (\-abstraccién): Si asumiendo x : A podemos construir un término ® : B,
entonces la abstraccion Ax.® tiene tipo A — B.

B Eliminacién (Aplicacion): Sif: A — By a: A, entonces f(a) : B.
B Computacion: (Ax.®)(a) = d[x := a|.

Definicion 4 (Contexto)

Un contexto I' es una lista finita de declaraciones de variables con sus respectivos tipos
(x1: A1, ..., %n: Ap). El juicioT & t: B indica que el término t tiene tipo B bajo las
suposiciones listadas en .
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Diccionario Curry-Howard.

Légica: Implicacion Tipos: Funciones
Introduccion (=) Abstraccion (A)
rAF B Fx:AFt:B
A— B [EMxt:A—= B
Eliminacion (Modus Ponens) Aplicacién
N-A—B TFA Fr-f:A—=B TFa:A
-8 [+ f(a): B
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Calculo Lambda y Teoria de Tipos.

Tipos Productos y Sumas.

Definicion 5 (Tipos M o Productos Dependientes)

Dada una familia de tipos P indexada por A, el Tipo I, denotado I,.a)P(x), generaliza las
funciones.

B Introduccién: Un término es una funcion Ax.t tal que para cada entrada a : A, el
resultado tiene tipo P(a).

B Eliminacion: La aplicacion f(a) devuelve un valor de tipo P(a).

Interpretacion Légica: Corresponde al cuantificador universal Vx € A, P(x).

Definicion 6 (Tipos ¥ o Sumas Dependientes)
Dada una familia P sobre A, el Tipo %, denotado Z(X:A)P(X), generaliza el producto
cartesiano.
B Introduccién: Un elemento es un par dependiente (a, b) donde a: A y b : P(a).
B Eliminacidn: Proyecciones para recuperar el testigo a y la prueba b.

Internrotacian | doica: Corrocnonde al citantificador evictencial Ay c A Pf ) 17/25
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Matematicas en Lean.

Escribiendo en Lean.

1. Datos (def): Se utiliza para definir objetos cuyo contenido computacional es relevante,
tales como funciones, estructuras algebraicas o nimeros.

2. Proposiciones (theorem / lemma): Se reserva para afirmar verdades ldgicas.

Concepto Tedrico Notacién Matematica Sintaxis en Lean 4
Juicio de Tipado a € A (conjuntos) 6 a: A a: A
A-Abstraccién Ax.t fun x => t
Tipo Funcién A— B A ->B
Cuantificador Universal Vx € A, P(x) forall x : A, Px
Implicacién P = Q@ P -—>0Q
Aplicacién f(x) f x

1. El Contexto Local (I'): La lista de objetos y hechos disponibles.
2. El Objetivo (- Target): La proposicién que falta demostrar dado el contexto actual.
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Matematicas en Lean.

Traducir Demostraciones.

El inicio: Configuracién del Contexto

El desarrollo: Razonamiento hacia atras
Manejo de lgualdades y Reescritura
Descomposicion de Hipdtesis

AN

El cierre: Exactitud
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Matematicas en Lean.

El ejemplo

Se define el tipo

theorem image_preimage_of_surjective
{alpha beta : Type} (f : alpha -> beta)
(h_surj : Surjective f) (Y : Set beta)
£ (1Y) =Y :=hby
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Matematicas en Lean.

La prueba

Razonamiento Matematico Cédigo en Lean (T4cticas)

1. Para demostrar la igualdad de conjuntos, | ext y

tomamos un y arbitrario y probamos la doble | constructor

implicacién (y € A < y € B).
blue!10Direccién 1 (—): Seay € f[f '[Y]]. Very € Y.

2. Asumimos la hipétesis. Por def. de imagen, | intro h

existe un x tal que x € F![Y]y f(x) = y. rcases h with (x, hx, heq)
3. Sustituimos f(x) por y. Como x € f '[Y], | rw [+ heq]
entonces f(x) € Y. Al sustituir, y € Y. exact hx
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Matematicas en Lean.

La prueba
Razonamiento Matematico | Cédigo en Lean (Tacticas)
blue!10Direccién 2 (+-): Seay € Y. Very € f[f '[Y]].
4. Asumimos que y € Y. intro hy

5. Como f es suprayectiva, por definicién existe | rcases h_surj y with (x, hx)
un x tal que f(x) =y.
6. Para demostrar que y estd en la imagen, | rw [+ hx]
debemos exhibir un testigo. Usamos este x. use x
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Matematicas en Lean.

La prueba
Razonamiento Matematico \ Cédigo en Lean (T4acticas)
(Continuacion Direccion 2...)
7. Debemos probar dos cosas: constructor
a) Que x estd en la preimagen (f(x) € Y). | - rw [hx]; exact hy
Cierto pues y € Yy f(x) = y. - rfl
b) Que la imagen de x es f(x). Trivial.
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