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Funtor Tilt.

Sea A un anillo conmutativo con 1, el funtor tilt es definido como:

RNG Fp-Alg Perfp

A A/pA A♭ := lim←−ϕ
A/pA

(−)♭

Fp
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Vectores de Witt

Xη X Xs

Spec
(
Quo(W (K))

)
SpecW (K) SpecK

Xη X Xs

SpecQp SpecZp SpecFp
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¿Qué es el anillo Ainf?

Perfp Strp

W (−)

Fp

.

El anillo de Fontaine Ainf es definido como:

Ainf (A) := W (A♭)
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Anillos Perfectoides.

Ainf (A) A

A♭ A/pA

θ

π0

Decimos que A es perfectoide si
1 A es π-adicamente completo para algún π ∈ S tal que πq|p.
2 θ : Ainf (A)→ A es sobreyectivo.
3 ker θ = (ξ) es un ideal principal.

Ejemplo
Sea K un campo local de característica 0. El anillo de enteros OCK

, de
CK es un anillo perfectoide.
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El funtor misterioso de Grothendieck.
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Clasificación de Fontaine.
B es una Qp-algebra sin divisores ceros y una acción continua de
GK y BGK = E es un campo.

DB : RepQp
(GK) → RepB (GK) → E-Vec

V → B ⊗ V → (B ⊗ V )GK

B ⊗DB(V ) ↪→ B ⊗ V

V es B-admisible si B ⊗DB(V ) ∼= B ⊗ V .
Representación de de-Rham: B+

dR-admisibles.
Representación Cristalina: B+

cris-admisibles.
Representación de Hodge-Tate: BHT -admisibles.

Repcris (GK) ⊆ RepdR (GK) ⊆ RepHT (GK) ⊆ RepQp
(GK) .
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Los anillos de Periodo de Fontaine.
Sea Ainf := Ainf (OCK

).
1 El anillo de Periodo de de-Rham B+

dR: Considera
θ ⊗ 1K : Ainf ⊗OK

K → CK .

B+
dR := lim←−

n∈N
Ainf ⊗OK

K / ker(θ ⊗ 1K)n

2 El anillo de periodos cristalino Bcris: Sea A la completación
p-ádica de la PD-envoltura

Ainf [ξ
2/2!, ξ3/3!, . . . , ξn/n!, . . . ]

El anillo de periodos cristalino es obtenido bajo la localización:

Bcris := A

[
1

p
,
1

t

]
.
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Los anillos de Periodo de Fontaine.

El anillo de periodos semi-estable Bst: Es definido como el
anillo de polinomios Bcris[u], dotado de un operador de
monondromia N = − d

du y un mapeo de Frobenius ϕ tal que:

Nϕ = pϕN



¿Qué es el anillo Ainf ? Teoría p-ádica de Hodge. Teoría p-ádica de Hodge entera. Referencias

Teoremas de Comparación, [4]
Sea K un campo local de característica 0.

1 Cohomología Étale vs. de-Rham. Sea X/K un esquema
suave y propio.

H i
�et(X)⊗Qp BdR

∼= H i
dR(X)⊗K BdR.

2 Buena Reducción. Sea X/OK un esquema suave y propio
con buena reducción.

H i
�et(X)⊗Qp Bcris

∼= H i
cris(X)⊗K0 Bcris.

3 Semistable Reduction. Sea X/OK un esquema propio con
reducción semiestable.

H i
�et(X)⊗Qp Bst

∼= H i
log-cris(X)⊗K0 Bst.
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Qp vs Zp.

Sea E una curva elíptica definido sobre un campo local K, y sea
Selm(E/K) ⊆ H1(GK , E[m]) el grupo de Selmer de m-torsión.

Selmer clásico: Sp∞(E/K) := lim−→n
Selpn(E/K).

Sea Tp(E) := lim←−n
E[pn](Kalg) ∼= Z2

o y Vp(E) = Tp(E)⊗Zp Qp,
entonces A := Vp(E)/Tp(E) ∼= E[p∞](Kalg)

Sp∞(E/K) ⊆ lim−→
n

H1(GK , E[pn]) ∼= H1(GK , lim−→
n

E[pn]) ∼= H1(GK , A)
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Cohomología Ainf , [3]
Sea X/OK un esquema suave y propio. Existe un complejo
perfecto RΓA(X) de Ainf -módulos. Sus grupos de cohomología
asociados

H i
A(X) := H i(RΓA(X))

satisfacen:
1 Finitud: H i

A(X) es un Ainf -módulo finitamente presentado
dotado de un endomorfismo de Frobenius semi-lineal ϕ.

2 Comparación Étale: Existe un isomorfismo

H i
A(X)⊗Ainf

W (C♭) ∼= H i
ét(X,Zp)⊗Zp W (C♭),

donde

H i
ét(X,Zp) ∼=

(
H i

A(X)⊗Ainf
W (C♭)

)φ=1
.
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Cohomología Ainf , [3]

1 Comparación cristalina: Existe una sucesión exacta

0→ H i
A(X)⊗Ainf

W (κ)→ H i
crys(Xκ/W (κ))

→ TorAinf

1 (H i+1
A (X),W (κ))→ 0.

2 Comparación de-Rham: Existe una sucesión exacta

0→ H i
A(X)⊗Ainf

OK → H i
dR(X)→ H i+1

A (X)[ξ]→ 0.
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